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复数是 16 世纪人们在解代数方程时引入的.在17世纪和18世纪，随着微 
积分的发明与发展，人们研究了复变数函数(简称复变函数），特别是把实变数初 
等函数推广到复变数情形，得到了一些重要结果. 

因为复数最初是单纯地从形式上推广而引进的，并且在18世纪以前，由于 


人们对于复数的有关概念了解得不够清楚，用它们进行计算得到了一些矛盾，所 
以复数在历史上长期不能为人们所接受.“虚数”这一名词本身就恰好反映了这 

可是复数不是什么神秘的东西，它是由一对实数表示出来的，有许多几何量 
与物理量，也可用一对实数来表示，例如平面上点的直角坐标、平面向量、平面上 
的速度与力 等等； 而复数恰好可以用来表示这些量.在一些情况下，应用复数表 
示这些量计算起来比较方便.在18世纪， J. 达朗贝尔 （1717—1783) 与 L. 欧拉 
(1707 — 1783) 等人逐步阐明了复数的几何意义和物理意义，澄清了复数的概念， 
并且应用复数和复变函数研究了流体力学等方面的一些问题.直到这时，人们才 
接受了复数，复变函数论才能顺利地建立和 发展. 

复变函数的理论基础是在19世纪奠定的 .A. L. 柯西 （1789 — 1857)、K •魏 
尔斯特拉斯 （1815 — 1897) 和黎曼 （1826 — 1866) 是这一时期的三位代表 
人物.柯西和魏尔斯特拉斯分别应用积分和级数研究复变函数，黎曼研究复变函 
数的映射性质. 

复变函数论的建立和发展与解决实际问题的需要有联系 •例 如复变函数论 
的主要基础之一——柯西定理，是柯西在研究水波传播问题时，设法计算一些积 
分而发现的；流体力学、电学和空气动力学的研究都促进了这门学科的发展 • 

在20世纪，复变函数论随着它的领域不断扩大而发展成为一门庞大的数学 
分支.在复变函数的解析性质、映射性质、多值性质、随机性质、函数空间以及多 
复变函数等方面，都取得了许多重要的成果•这些问题有些是在复变函数论本身 
发展中提出的，有些是由实际问题或其他学科中提出的.例如拟保形映射的研究 
就是从亚音速及超音速飞机的设计中提出的 • 对于自然科学的其他部门（如空气 




动力学、流体力学、电学、热学、理论物理等）以及数学中其他分支（如微分方程、 
积分方程、概率论、数论等），复变函数论都有重要的应用. 

从20世纪30年代开始，我国数学工作者在单复变和多复变函数方面，做过 
许多重要的工作.在四五十年代，华罗庚教授关于多复变数典型域上调和分析的 
工作，在调和分析、复分析、微分方程等研究中，有广泛深人的影响.在70年代， 
杨乐、张广厚教授在单复变函数的值的分布和渐近值理论中，得到了首创性的重 
要成果，从80年代起，我国的数学工作者在数学的各领域中开展了富有成果的 
研究工作.这些都受到国际数学界的重视，事实证明，中国人民具有无穷无尽的 
潜力，一定能在不远的将来，使我国在数学上全面达到世界先进水平. 

本书主要讲述单复变函数的基本理论.书中内容包括单复变函数的导数、积 
分、级数以及映射性质等，而且主要只限于讨论一类特殊的复变函数，即所谓解 
析函数. 
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§1. 复数及其几何表示 


1. 复数域 复变函数论的出发点是复数.在代数中已经讲述过复数.为了 
便于以后讨论，我们把有关复数的基本定义及结论，在这里回顾一下 • 

每个复数 z 具有+ i ： y 的形状，其 中尤和 (全体实数所成的集）， i 是座 

(也可记作及: y 分别称为 z 的^和鹿®，分别记作 x = 之 
1如果两个复数 q 和&的实部及虚别^，那么这两个复数称 
为相等，记作 之1 二之2•如果 Im z = 0,那么把 z 看作实数，记作 z = Re 之；如果 
Im 2 ^ 0 ,那么 Z 称为 虚数; 如果 Im Z 关0,而 Re z = 0, 那么 Z 称为纯虚数，记作 
z = ilm 1 全体复数所成的集记作 C , R 是 C 的一个子集- 

对实数引进加、减、乘、除运算，并且运算满足一些法则（交换律、结合律、分 
配律等）.这样就是在集 R 上引进一个代数结构，使其成为实数域 R . 对复数也 
可以引进加、减、乘、除运算.设 A ，^，心， 6 2 6 R •复数的加法和乘法运算由下列 


等式 定义： 

(^1 + \ b \) + ( U 2 + 也）= (。1 + £ Z 2) + i (心1 + 心2)， 

(ai + ibi )( a 2 + ib 2 ) = (^ 1^2 _ b 1 b 2 ) + i ( aib 2 + a 2 bi ). 

在上列第二式中，把乘积展开成“变数” i 的多项式，然后用 - I 代替 i 2 , 就得到右 
边的结果.减法和除法则定义为加法和乘法的逆运算.我们有 

( a ! + 而） —（ a 2 + i 办 2 ) = ( a i - a 2) + 1(^1 - b 2 ) ， 

a \ + ib \ _ (ai + ibi ){ a2 ~ i & 2 ) 
dl + i ^2 ( a 2 + i 厶 2)( a 2 — i 心 2) 


a 1 a 2 + bjb 2 , . ct 2 bi - aib 2 ( 丄义 4 n 、 

= al + bl a 2 2 +b 2 2 (a 2 十也尹 ()）• 

可以证明，复数的加减乘除与实数的相应运算满足同样的一些法则•对复数引进 
这些运算，就是在集 C 上引进一个代数结构，使其成为复麗@ C ; 它可看作是由 
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实数域 R 扩张而得的. 

2 . 复平面 在平面上取直角坐标，平面上的任一点可由一对实数唯一确 
定.这时在平面上或对集 R 2 = |( x ，： y )| x 及; y € R | 引进两点 （ R 2 中一个元素称 
为一点）的距离，即引进一种拓扑结构®;这时平面或集 R 2 称为平面 R 2 , 它是一 

个敷色韵 g . 

一个复数由它的实部和虚部、亦即由一对实数所唯一确定.作映射 C — 
妒# =工+卜卜( 0 ；， 306 只 2 .于是在集€：与平面舻之间建立了一个双射（即一 
一对应的映射）.把 (: c , 3 /) GR 2 看作表不 x + i ： y ，并把它称为点 x + i ： y . 这时平面 
R 2 就称为 C ， 它是对集 C 引进两点的距离即一种拓扑结构而得到的一个欧 
氏空间.集 横坐标轴上一切点所组成的集相对应，集与纵坐 

标轴上一切点所组成的集相对应.因此把横坐标轴及纵坐标轴分别称为及 
实轴在原点右方及左方的部分分别称为虚轴在原方 
H 方的部分分别称为^及方的半平面分别称 
为上半平面及下半 平面; 虚轴右方及左方的半平面分別称为右半平面及左半平 
面.复平面 C 有时按照表示复数的字母用 z ， W ， …而称为 Z 平面， W 平面， 

*V>w^ 

等等. 

复数除了可以用复平面 C 上的点表示外，还可以用 C 上的向量来表示.把 
复平面 C 上一切向量所组成的集记作 V . V 中向量可以分成一些—向 
量经过平行移动(把平行移动记作“关系 p ”) 而得的所有向量，与成一 
个等价类.集 V 对于关系 P 的所有等价类构成一个新的集，称为集 V 对于关系 
P 的记作 V / P ®, 复数 2 = 1 +卜（: c 及 3 ； 6R ) 可以用在实轴及虚轴上的投 
影分及: y 的任一向量来表示，亦即可用一个等价类中的任一向量来表 
示.有时我们把“复数”与“向量”用作同义语. 

在图 1 中，把向量 z 二 i + i ： y 的起点放在 
原点.向量 z — x ^ \ y 的长度称为复数 z 的 

嚴，记作 ui •显然实轴的正 
i ? 与向量 2 之间的夹角（这里假定 z 乒 0 ) 称 
为 Z 的辐角，记作 0 ，显然 0 有无穷多个不同 
的值，记作 

Arg z — 6 + 2 kn (k G Z ), 

或简单记作 



图 1 


① 从距离可引进邻域等概念. 

② 每一等价类是 V / P 的一个元素. 
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Arg z — 6 + 2 ttZ , 

其中 Z ={0, 士 1，±2,…} -Arg z 中只有一个值 ct 满足条件 - tt < a <7 r ; 它叫做 2 ： 
的辐角的主值，记作 arg 以后也把 Arg 2 ：中任一确定的值记作 arg 2 ： . 

复数 Z (关 0) 的实部和虚部可以用模和辐角表 示为： 

Re z = I 2 ： I cos Arg 之 ， Im z 二 I 2 ： I sin Arg z . 

于是 z 本身可以表示为 

z = \ z \ (cos Arg z + i sin Arg z) , 

这个式子称为 z 的三角表示式. 

两复数: T +汐 与工-卜称为（想 g ) 连親如果其中之一用 Z 表示，那么 
另一个用 I 表木.显然点 2 ： 和^关于实轴对称.因此 

\z \ — \~z\; 

此外 ， Arg 2 = - Arg i 这个式子理解 为：把 Arg z 的每个值乘以 -1， 就得到 
Arg i 的一 个值; 反过来也是这样. 

现对复数的加法作出几何解释.根据定义，复数 + A 及 ^ 2 = a 2 + 
i 办2相加与向量^及 q 相加的规律一致.在力学和物理学中，如力、速度、加速 
度等都可用向量来表示，这就说明了复数可以用来表示实有的物理量.当向量 
q (关 0) 及 z 2 (#0) 的方向不是相同或相反时（图 2), 作起点在原点的向量 q 及 
取^及为两边作平行四边形，从原点出发以对角线所作的向量就表示 
Zi + 2：2 .当 2：1 及的方向相同或相反时，也不难作出. 

由于 - Q 表示与长度相等、方向相反 
的向量，而且 Z 2 = 2 ：\ + =2) ，可以仿照 
Zi + Z 2 的情形作出 2：1 - 22( 图 2) .显然，复数 
相减与向量相减的法则也一致. 

现在导出关于两复数的和及差的模的几 
个不等式.如图2,从点 q 出发到点 Z 1 + Z 2 
的向量是向量2： 2 .于是向量 ZVZ 2 及 Zi + 2； 2 
构成一个三角形的三边.因为三角形一边的 
长不能超过另两边长的和，并且不能小于它 
们的差，所以我们有 



5^1 + ^2 I ^ I ^1 I + I ^2 


( 2 . 1 ) 


以及 


I 之 1 + 2：2 I > 11 之 1 I — I 之 2 I I • (2.2) 

不难证明，即使向量 Z\ ， Z2 及 Z\ + Z2 平行于同一直线，从而不能构成一个三角 
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形的三边时， （2.1) 及 (2.2) 仍然成立. 

在 (2.1) 及 (2.2) 中用 -z 2 代替 z 2 , 我们就得到 

丨之 1 - $2 j < I 之 1 I + I 之 2 丨 （ 2*3) 

以及 

\ - z 2 \^ \ \ z x \ - \ z 2 \ \ - (2-4) 

我们也可直接证明 (2.3) 及 (2.4) .事实上，在图2 中，从点 z 2 出发到点^ 
的向量是 5：i - Z2 .考虑向量 Zi ， Z 2 及 2：1 ~ Z 2 所构成的三角形，就可推出这两个 
不等式. 

把 q 及 q 看作复平面 C 上的两点，不难看出， - 2： 2 I表示 q 及 Z 2 两点 


之间的距离， 

关于复数的模，有下列 结果: 设复数 z = i + i：y， 其中 x 及 y 是实数.显然 

|Re2：l<|2：l 及 |lm2：|<|；2：L (2.5) 

又因 z5=：r 2 + ：y 2 =l 之I 2 ,所以 

\ z \ = zz . (2.6) 

例1试用复数表示圆的方程 

a{x 2 + ^ 2 ) + bx ^ cy + d = 0 (a 7 ^ 0 ), 

其中 a, 6, c,d 是实常数(如果 a =0,6及 c ■不全为0,这是直线方程 ）_ 

令+匕，代入方程中：由于 

x 2 + y 2 — zz ， 
z ^-~z z 

x = ~^T 9y = ~^zT 9 


我们就得到 

azz + ftz + ^z + d = 0, 

其中 ^ = ~2^ + ic ) - 

例 2 设是两个复数.读者可自行 证明： 

Zi + z 2 - zl + ~zi ， z { z 2 - Z\ z 2 , 


Z i = Zi. 

现在把不等于零的复数 q 及写成三角表 示式： 

zi ~ \ z\ \ (cos Arg zi -H i sin Arg z \), 
z 2 = I Z 2 I (cos Arg z 2 + i sin Arg z 2 ), 

由乘法的定义得 

z x z 2 = I Zi I I 之 2 I [cos(Arg Zi + Arg z 2 ) 
+ i sin(Arg z\ + Arg z 2 )] 9 
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角，等于向量 € - a 及 c - 6 的夹角，或者与它互补，即 


z — a 


z _ a c 一 a 


c — a 
c ^ b 


z - b 


0 或 ± TT . 


从而所求圆的表示式是 


z ~ a c — a 
z — b c — b 


最后考虑复数的乘幂.先考虑的情形.设 w 是正整数， f 表示 n 个 2 ： 
的乘积，由 （ 2 .7) 递推得 

z n = \ z } n [cos(nArg z) + i sin(nArg z)]. 


显然，这公式当 w 二 0U ° = iM 也成立‘宇冬之 _ "=七，我们有 

z n — \ z\ ” [cos( — wArg 之 )+ i sin( — 7zArg 2 ：)]. 

因此对于任意整数 m ，下列公式 成立： 

z m — \ z l m [ cos(mArg z) + i sin(mArg z)]. (2.9) 

在 (2.9) 中取 I z | =1 及 Arg z 的一值0，我们就得到著名的棣莫弗 公式： 

(cos d + i sin 9 ) m = cos md + i sin md . (2*9 ) 

如果 W (> 2 ) 是正整数，定义 zi 是满足 W = z 的复数加，那么由 ( 2 .9) 可导出 

— + ^ \ z \ cos (去 Arg 2 ：)+i sin (士 Arg z) . (2,10) 

由上式右边可得^的71个不同的值，其中 +/ r ^ l 表示 I 2 ^的正值.为了得到 
全部不同的值，只要固定 Arg 2 的某一个值，设此值为？>，然后在 （ 2 .10) 的右边 
用下列 w 个值代替 Arg 2 ： <p 9 <p + 2 nr mm 9 < p + (n - 1)2 tt . 

如上可把 f 的定义扩充到 n 是有理数情形 ， 当;^= 0 ,而《是正有理数时， 
z n = 0. 


例 s 求 yrri 的所有值. 

由于 1 + i = 72 1 oos + i sin 胥 ) ， 我们有 

V^l +1 = ^2 cos + ( 晋 + 2^7t| h- i sin + (f + 2kK 


为 (cos 竞 


. . kn 
cos ~ 2 ~ + * sin " 2 " 


(k = 0,1,2,3). 


因此 
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其中 


^ \ + i = 




一 ZVQ , - iwo . 


tt^o = 行 (cos ^ + i sin 卷 ) • 

3 - 复球面及无穷大 在第1段中，已经引进了复平面.现在要作出复数在 
球面上的几何表示. 

在点坐标是(^，：^，《)的三维空间中，把：^平面看作就是^： = ^ +卜平面. 
考虑球面 S: 

x 2 y 2 u 2 = 1. 

取定球面上一点 N(0,0，1)， 称为 g 奥.作连接 iV 与: rO：y 平面上任一点 A(x，：y， 
0) 的直线，并且设这直线与球面是 A'Cx'，；/，/). 那么 A' 称为 A 在球 
面上的球极射影•由于（0：，^0)，（0：'，：/，/)及(0,0，1)共线，我们有 x ： y：-l 
— x ' y ^ u — 1，从而 

• x + W 
z - x + iy ^ T_ ^ - 


又因 


—-—(^) 2 + (y ) 2 — 1 - U ) 2 — 1 + 〆 
一 (I — /) 2 — (1 — /) 2 — 


于是有 

_ _ 1 

/ Z + ~Z t z —~Z f i z l — 1 

x = TV^V~v y = i(\ z I 2 —+1)， W = i^+ r 

这样，在复平面 C 与 s - IN } 之间建立了一个双射如果一点 Z 的模愈大，那 


么它的球极射影就愈接近于球极 N . 由于在球上 
只有一个球极 iV ， 我们约定复平面上有一个理想 

及 n 分别个新引进的非正常复数无穷 
&(|卩~)在平面及球面上的几何表示.集 cU 
PT 称为扩充复数集 Cco ，复平面 cU I 叫称为 
扩充复平面 Coo . 于是在球面 S 、 扩充复平面 Coo 
及扩充复数集之间分别建立了双射.这种球 
面 S 称为复球面 S (图 3) .引进复球面即相应地 
对 Coo 引进了一种拓扑结构. 

球极射影最初是在天文学中引进的，后来又应用在地理学中.应用球极射 



①见附录1, 
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影，可以把天球或地球表示在平面上. 

无穷大及无穷远点用作同义语，正常的复数及复平面上的点往往称为有限 
复数及有限点.在本书中，除特别声明外，只考虑有限复数及复平面. 

对于复数⑺，实部和虚部以及辐角的概念都没有 意义； 至于它的 g ， 则，亨 
为+ 00 ( | OO | = + OO ) .而对于任何正常的（有限的）复数 Z , | 5 ： I < + oo . 

为了以后需要，我们引进下列运算的意 义：设 a 为有限复数，那么 

Ct 土 ~ oo H ~ — oo * 
a • 00 = 00 * a = °°(a 0); 

f = °o(a #0),~ = 0(a 7^ °°). 

运算 oo ± oo , 0 • oo ， j 以及盖没有意义• 

§2. 复平面的拓扑 

4. 初步概念 关于平面 R 2 或复平面 C 的基本拓扑知识，在数学分析中已 
经讲述过了.在这里把已学过的一些知识回顾一下. 

设 aGC ， rG (0, + °° X 集 

klls ： — al<r,2：GGi ① (4*1) 

称为以 a 为中心、 r 为半径的圆盘，或者称为 a 的一个邻域或 r 邻域，记作 C ； 
( a ， r ) •集 

1 2 : I I z — a I ^ r I 

称为以 a 为中心、 r 为半径的闭圆盘，记作 UU ， r ). 

设已给集£：匚 C . 哦们可以把某些 aGC 加以分类.如果 Vr >0， UU , r ) 门 
E 中有无穷个点，那么 a 称为集 E 的一个聚点或极 限点; 这时它可能属于集£：， 
也可能不属于集 £ J 卩果 3 r >0, 使得 LT ( a , r ) C ：£， 那么 a 称为集£：的 内点; 它 
显然属于集£：，并且是集 E 的聚点，如果 Vr > O ， UU ， r ) n £^0， l / U ， r*)n 
C £:关 0® ，那么 a 称为集£的集£的全部边界点所组成的集，称为集 
£的边界，记作 3 E .3 E 中的点^^属于集£，也不一定是集£：的聚点 .EU 
dE 称为 E 的搜每，记作 jE . 如果彐 r >0,使得 U (0 f ， r ) n £ = ia 丨，那么 a 是集£ 
的一个边界点，但不是聚点，它称为集£的孤立点， 

如果集 E 中的点全部是内点，那么集£：称为开集.如果集 E 或者没有聚 


① 以后往往不明确写出 z € C 这一条件. 

② [ E 表示，£的余集，即 C - E ， 亦即 C 中不属于£的点构成 的集. 
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点，或者所有聚点都属于集£，那么集£称为_，任何集£的闭包 E 必然是一 
闭集，如果 3 r >0, 使得 L /(0， r )=^：, 那么集为有 界集； 否则集£就称为 
复平面 C 上的有界闭集称为 

™ mi 上述圆盘 uu ， r ) 中的点是它的内点.因此圆盘是一开集，并且 
是一个有界开集.闭圆盘 UU ， r ) 的所有聚点都属于它，因此它是一闭集，并且 
是一个有界闭集. 

例2 设 a 及 r 与前述意义相同■集 Ul k -= 是以 a 为中心、以 r 为 
半径的圆；它是圆盘 ， r ) 及闭圆盘 U ( a ， r ) 的边界. 

例 3复平面 C 及实轴、虚轴都是无界集.复平面 C 是无界开集. 

例 4设。及厂与前述意义相同，集£二 UlO < k - a |< H 是 
圆盘.圆心，它是的孤立点，同时也是集£：的聚点. 一 

¥厂>0 ,在扩充复平面€：00上，集丨2 11^1>「，；^60 )0 丨称为^^^5 ：;：： ^ 
邻域.有了这一概念，就可引进无穷远点是扩充复平面 Coo 上某 
内点、边界点与孤立点的定义，以及这平面上开集与闭集的定义.在 Cm 上，闭集 
就是紧集 

5 •区域•曲线 复平面 C 上具有下列性质的点集 D 称为 区域： 

(1) D 是 开集； 

(2) D 中任意两个有限点可以用有限个相衔接的线段所构成的折线连结起 
来，而使这折线上的点完全属于 D , 

如果区域 D 是有界集,那么它就称为否则称为 

性质 ( 2 ) 称为连通性.简单地说，区域的开集.区^其边界 
上全部点所组成的集称为 ggg ， 记作 D . 按照 D 为有界或无界区域， D 称为 g ； 
界闭区域或无界闭区域圆盘 （4.1) 及这圆盘内除去有限个点而得的 
集都是有界 区域； 闭圆盘是一有界闭 区域; 复平面是一无界 区域， 

扩充复平面 Coo 上不含无穷远点的区域的定义与上述定义 相同； 含无穷远 
点的区域是 C 上一个区域与无穷远点的一个邻域的并集. 

一般区域的边界可能十分复杂.在上面所举的例子中，圆盘的边界是圆.为 
了研究比较一般的区域，先讲述曲线的概念. 

设已给 

z = z ( t ) (a ^ t ^ b ) , (5.1) 


①一般拓扑空间中的紧集是具有“有限覆盖”性质的集.这就是说，紧集是这样 的集： 从覆盖它的任 
何一组开集（即它包含在这组幵集的并集中）中，可以找出有限个开集覆盖它.采用直线 K 上覆盖定理的 
证法，可以证明，复平面 C 上具有这一性质的集就是有界闭集;复平面上具有这一性质的集就是闭集, 
从而上的紧集就是闭集. 
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在这里 Re 及 Im 都在闭区间 [ a ，6] 上连续，集 U (〖） UeU ，6] 丨称为 
一条连续曲线，记作 (5.1) .如果对 Uj ] 上任意不同两点 ？1 及 r 2 ，但不同时是 
[ a ， M 的端点，我们有，那么 （5.1) 称为一条简单连续曲线，或若 
尔当曲线.如果还有 z ( a ) = z (6)，（5.1) 称为一条简单连续闭曲线，或若尔当闭 

典赛 

显然，圆是一条简单连续闭曲线，它把平面分成两个没有公有点的区域，其 
中一个有界，一个无界，并且这两区域都以已给圆作为边界.任一条若尔当闭曲 
线也把整个平面分成两个没有公有点的 区域: 一个有界的称为它的一个 
无界的称为它的外区域，这两个区域都以已给的若尔当闭曲线作为 

上述结果就是若尔当定理.它看来很直观，可是严格的证明比较复杂，见附 
录二. 

在本书中涉及的往往是比较特殊的简单连续曲线.设在 （5.D 中， Re z ( t ) 
及 Im 2(0 在 [ a，6] 上不但连续，并且有连续的导数，而且在 [a，6] 上，〆 u)# 
0.那么曲线 (5.1) 称为一条 ^§g®， 这时 (5.1) 的切线随着£连续变动.有限 
条光滑曲线相衔接构成一也记作 （5.1) .这时虽然 Re z(tm 
ImzU ) 在 [ a ，6] 上连续，可区间上只是分段有连续的导数.我们 
今后一般把光滑曲线或分段光滑曲线简称 g 线.必要时也特别指出某一曲线是 
光滑曲线或分段光滑曲线. 


用简单闭曲线围成的区域，是比较简单的区域.现在进一步把区域加以分 
类.设 D 是一区域.在复平面 C 上，如果 D 内任何简单闭曲线的内区域中每一 
点属于 D ， 那么 D 称为单连通区域，不是单连通的区域，称为多连通区域.例如 
在复平面 C 上，任何简内区域是单连通 区域; 而同^的点所 
组成的集(称为是多连通区域.又如从单连通区域中挖去户个彼此没有公 
有点的闭区域，也得到一个多连通 区域； 如果在所挖 
去的闭区域中，有些用点或非闭简单曲线来代替，那 
么所得区域仍然是多连通区域（图 4) .特别，从圆盘 
内挖去户个点，就得到一个多连通区域. 

在扩充复平面 Coo 上，单连通区域的定义要作 
一点修改，那就 是：如 果区域 D 内任何简单闭曲线 
的内区域或外区域（包括无穷远点）中每一点都属于 
D ， 那么 D 称为单连通 区域; 否则 D 称为多连通区 



① 这里设 = ⑴ +卜(/)， 则 〆 (/) = /⑴ +彳/(/) ; ^(幻 及 〆 (办) 分别是右及左导数.对于 
闭光滑曲线，除了 ^ U ) 二; ^(6) 外，还必须有 z ( a ) = z ( d ). 
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域.例如考虑 Coo 上的一条若尔当闭曲线 C , 如果区域 D 由 C 外所有点、包括无 
穷远点组成，那么 D 是单连通区域.如果 D 只由 C 外所有有限点组成，那么它 
就是一个多连通区域. 

例1集 U 1(1- i ) z + (l + i ) S >0 丨为一半平面，它是一个单连通无界区 
域，其边界为直线 

(1 — i ) 2 ： + (1 + i ) ^ = 0,即 sc y — 0. 

例 2 集 Ul 2< Rez <3 丨为一垂直带形，它是一个单连通无界区域，其边界 
z = 2 MRe z = 3. 

例 3 集 Ul 2< argU - i )<3 丨为一角形，它是一个单连通无界区域，其边 
界为半射线 

srg(z - i ) = 2及 sxg(z — i ) = 3. 

例4集 Ul 2< k - i |<3} 为一圆环，它是一个多连通有界区域，其边界为 
圆 | jzr _ i | =2及 |z — i |=3. 

例5在 Co > 上，集12： 1 2< + 及集丨:？ ：|2<| s ：|< + 00 I 分别是单连 

通及多连通的无界区域，其边界分别是 UIM =2} 及 UIUI =2} U | oo }. 

习题一 


1. 计算 

(1) (l + i )±( l -2 i ) (并作 图）； 

⑵ ( i - l )( i -2)( i -3) ; 

(3) 42(cos a + i sin a)(cos i sin jS ) , 

其中 

0 < a ，/3 < ~ 2* a ~ 抓加 2 ， = arctan 3. 


2. 证明： 

(1) 2 ：i + ( Z 2 + 之3) =(+ 之2) + 之3( 并作图）； 

(2) Zi ( z 2 ~^~ Z ^) — Z \ Z 2 + 

3. 证明： 

(1) 当且仅当时，复数 z 为 实数； 

(2) 设 q 及之2 是两复数.如果 Z \ + Z \ Z 2 都是实数，那么^和 Z 2 或者都是实 

数，或者是一对共轭复数. 

4. 求复数^{的实部及虚部. 

5. 设 y 及 q 是两复数. 求证： 

(1) zz\ 2 = I zi I 2 + I z 2 1 2 ~2Re( 

(2) Ui~ Z2\^\\z x I - |z 2 ll ； 
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(3) |^ + ^ 2 | 2 + | 22 | 2 )，并说明其几何意义 • 

[提示] (1) 利用公式 | z | 2 = z ^(2) 利用（1);(3)利用 （1) 及§1例 3. 

6. 设之二 r + 证明 

~ - <1 2 ： 1<1 X 1 + 1 ^ I - 

7. 试证：分别以 z '， z 2， q 及 zvi ， w 2 j vu ^ 为顶点的两个三角形相似的必要与充分条 


件是 


Z\ Z2 之3 = 0. 

VU\ Wi U*3 


[提示]所给条件即 


Z 2 ~ Z\ _ VJ2 ~ IV1 
— Z\ Wi — ZV\ 


8. 如果 lz 〗| = U 2 | = u 3 | 二1，且4 + ： 22 + ；^ = 0，证明是内接于单位圆的 
个正三角形的顶点. 

9. 求证： 


(1 + cos d + i sin 9 ) n = 2 rt i 

10. 解方程 z 2 -3 iz -(3~ i )^0. 

11. 求 + 的三次方根. 

12. 设 U 0 |<1 .证 明： 

如果 UI 二1，那么 


f (cosf -hisinf ). 


I 


如果 UI <1， 那么 


( 2 ) 1 


厂 JO 2 _( l -\ z ,\ 2 )( l -\ z \ 2 ) 

i i i -^ o ^ i 2 


II g I ~ 1 II ZQ < 丨 g 丨 + Uo 1 • 

1 " I Z 0 \\^\ ^ Ho z 'l+UolU ， 

I I 


⑷ I 号卜卜 14 

[提示]利用第 5 题 (1). 

13. 设有限复数 A 及 Z 2 在复瑋面上表示为 Pi 及 P 2 两点.求证匕及 P 2 的距 离是: 

_2 I Zj - Z2 I 

y(l +I Z! 1^)( r+r ). 

14. 满足下列条件的点 z 所组成的点集是什么？如果是区域，是单连通区域还是多连通 
区域？ 
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( 1 ) Im 5 ： = 3; 

(3) I 2r-i|^|2+ i| ； 
(5) aig(z-i) = ^; 

(7) 0< U + l + i|<2; 


(2) Re ^>~2 ; 

(4) I z - 21 + 丨之 + 2 1 二 5 
( 6 ) \z\<l ,Re 1 

⑻ $ <2; 

z 十 1 


(9) 0<arg(：sr — 1)<^,2<Re x<3; 

(10) 0<arg^]<^. 
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§ 1,解析函数 

1. 极限与连续性 设在复平面 C 上已给点集£.如果有一法则/，使得 
V z — jo + iy ^: E 9 3 w 二 M + irGC 和它相对应，我们就把/称为在£上确定的 
复变数函数、或简称复变函数，或更加明确地称为单复变函数，在这里^,3^^ 
及 t ;€ R . 我们说 w 是 z 关于函数/的复，记作 XV 二 f ( z ). 函数/也可记作 
/(2：)， W 二/(2)，或记作2：卜/(2：).为了表明/是在 E 上确定、在 C 中取值的 

函数，可简记为 /:£— C ， 或 E -^ C . 在作进一步说明以前，我们所理解的复变函 
数都是单值的，也就是说，对于复变数 z 的每个值，相应的值 w 是唯一确定的 • 
函数/也称为从£:到 C 的一个映射或映照.把集 E 表示在一个复平面上， 
称为把相应的函数值 w = /( z ) 表示在另一复平面上，称为令 
4 = 17^%€£1，记作焱=/(£：)，那么我们说映射如=/(幻把\/剡€£映 
射成为购=/(別） GA ， 把集£映射成为集 A •于是/是从£:到 A 的一个映射 • 
在这种映射下， wo 及 A 分别称为 zq 及 E 的象，而 zo 及 E 分 别称为 wq 及 A 
的原象.如果加=/(幻把£中不同的点映射成 A 中不同的点，那么我们就说它 
是一个从 E 到 A 的双射 ® .在双射下，£及八中的点一一对应- 
有时也把別和 E 以及它们的象作在同一复平面上 • 

下面举出复变函数所确定的映射的三个简单例子.在第六章中，我们将进一 
步研究复变函数所确定的映射. 

例1 考虑映射 zv~z + a , 

令 2 ： = x + i ： y ， w 二 M + 二 a + i 6, 其中 x ， y ， u ， v，a 及 b 是实数.我们 
有 


①关于双射等概念，请参看附录一. 




u=x-\-a,v = y-\~b. 

显然 ， W 2 + a 是从 2 平面到 w 平面的一个双射.如果把 2 以及它的象作在同 
一复平面上，这一映射是 z 平面内的一个平移. 

例2考虑映射 w = ors ： ，其中 a 7^0. 

令 a 二 r(cos 6 + i sin 沒），其中 r 是 a 的模， 0 是它的辑角，显然 vu — az 可以 
看作是下列两个函数或映射的复合函数或复合 映射： 

w = (cos B + i sin 6)z , 
w ~ rco 

把: r ， a > 及加都作在同一复平面上，由于 w 与^的模相同，而它的辐角是 z 
的辐角加0，上列第一个映射确定一个第二个映射确定一个以原点为中心 
的相似映射.因此映射 w - az 是一个旋转及一个相似映射的复合映射. 

例3考虑映射 m 二 1. 

这一映射可以看作是下列两个映射的复合 
映射： 

1 — 

Zi = =,U ； = Z\. 

把 Z , Zi ， W 都作在同一个复平面上•显 

然 ， W = :^是关于实轴的对称映射； 2：1 = +把2： 

映射成^，其辐角与2： 相同： 

Arg zi = — Arg z = Arg z , 图 5 



1 

而模 I I = i = t ^ = 满足 I 2： i | I s :| =1. 我们把中心在原点、半径为 1 

之 I 2： I 之丨 

的圆称为单位圆.于是 q = | 称为关于单位圆的对称映射^与以称为关于单 
位圆互相对称的点（图 5), 

w = i 把原点以外的任一点映射成另一点.把 Z 及^0 表示在不同的扩充复 

2： 

平面上，并设 2 = 0, oo 对应于 W = a ，0, 可以看到这一函数是从扩充 Z 平面到 
扩充 如平面 的一个双射. 

如果对于上述函数 w = / U )， 集 E 及集 A 分别在 Z 平面及 W 平面的实轴 
上，那么 w = / U ) 就是一个实变(实值)函数.因此，实变函数可以看作复变函数 
的一个特例.在一般情况下，考虑 

W = U IV 

的实部和虚部，可以看出“函数 w = /(2：) 在集£上确定”，也就是“对于集£中 
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坐标为 x ， y 的每一点，有实数 W 及实数 X ；和它相对应”.换句话说，在集 E 上确 
定了两实变数: c 及: v 的两个实值函数 m = 及 t ; 二 〆 u )， 它们分别称 

为/(之）的袭逆及虔费，记作 甲（ X ， y 、= R ^ f ( z ) 及 ip ( x , y ) = lm f ( z ) , 于是一 
个复变函数 x £， == /( z ) 等价于两个实变函数 u = < p { x , y ) ( p(x f y ). 

例 4 w = = (x + ; 3 ；) 2 = ：(： 2 _： y 2 + 2 Lr ： y ， 等 价于： 

u = x 2 ~ y 2 jU = 2 xy . 

以下，除特别说明外，我们 $ 亨集 E 表示简单曲线、区域或闭区域. 

既然一个复变函数等价于实变函数，而实变函数已为人们所了解，那么 
有什么理由要引进人们所不熟悉的复变函数呢？如果上述两个实变函数^及/ 
是任意选取的，并且在它们之间并没有特别的联系，那么确实没有理由把它们结 
合成为复变函数.可是在一些情形下 ， 9 Rip 有密切的联系，因而把它们合并起 
来研究更为有利，例1 -3 表明复变函数可用来简捷地表示一些 映射； 下一段中 
可以看到，复变函数可用来研究在几何和物理上都很重要的一些成对的两实变 
数函数. 

现在先引进复变函数的极限与连续性. 

设函数 W = / U ) 在集£上确定，20是£的一个聚点，《是一个复常数 ，如 
果任给€>0,可以找到一个与 e 有关的正数谷=》（£)>0，使得当并且 

0< | 之一之0 1 <5时， 

1/( 之 ） -a | < £, 

那么我们说 ，当 z 趋近于 M 时， / U ) 趋近于极限 a , 写作 

lim f ( z ) — a . (1*1) 

在不会产生混淆的情况下，上列极限式中可省去 

令£3? = £1+16，/(2：)二《(：?：，3；)+1幻（1，30,2^ = 1。+ iyo , 在这里 a 3 b .XoyVQ 
及 M ， t ; 分别是 a ， 〜及 / U ) 的实部和虚部.由不等式 U - iol 及 |： y - yo |< 

I ^~ ^ ol ^ I^ - ^ol + 丨： y - ：yol 及不等式 1 «(工， 30 —及 
\ f ( z ) - a \^： \ u(x 9 y ) - a \ + I v{x , y ) - b | ，容易看出， （1. 1) 与下面两个极 
限式 等价： 


， lim u{x f y) — a , lim v{x^y) — b. 

由此可见，关于实变函数的极限的一些简单结果，例如关于两函数之和、差、 
积、商的极限的一些结果等等，可以不加改变地推广到复变函数. 

设函数 f{z) - u{x 9 y) it;(x ，： y) 在集£上确定，并且集£的聚点 

如果 

lim /(之）二 / Uo )， (1-2) 

Z^Zq,Z^E 
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那么我们说， / U ) 在2：()(对于集 £) 连续.设/(幻在£上每一聚点连续，那么 
/( 幻称为在集£上连续. 

显然，函数 /( Z ) 在点2：0 = ^0 + ^0连续的条件 (1.2) 与下列两条件等价： 
lim u ( x 9 y ) = u ( x 0 ^ yo ), lim v ( x 9 y ) = v ( x 09 y 0 ); 

这两条件表示实变函数 w ( x ，： y ) 及 w (： r ，30 在(: r Q ，： y {)) 连续. 

由此可见，实变连续函数的许多性质可以推广到复变连续函数.首先两个复 
变连续函数的和、差、积、商都是连续函数（在商的情形，使分母为零的点除外）. 
其次，如果函数 w =/( z ) 在集£上连续，并且函数值属于集 F ， 而在集 F 上，函 

数连续，那么复食里楚上连续 • 
关于实变连续函数的几个重要定理，可以推广到复变连续函数中去. 

设函数 / U ) 在集£上确定.如果任给6>0,可以找到一个与 e 有关、但与 
之无关的正数 占：谷 （ e ) >0, 使得当 /，£ ，并且 |/一之〃| < 5 时， 
1/(/)-/(，）1<$，那么称函数/(幻在£上 ： ^^ ; 

我 们有： 

定理 1.1 设函数 / U ) 在简单曲线或有界闭区域£：上连续，那么它在£ 
上一致 连续. 

如果 \ f ( z ) \ =V [«(工 ，_ y )] 2 + [^( x ，3^) P 在集 E 上有界，那么称 /( z ) 连 
于是有： 

™ mmTi 设函数 / u ) 在简单曲线或有界闭区域£上连续，那么 / u ) 在 
E 上有界. 

在定理 1.2 的假设下，连续函数 I /( z ) I 在£上达到它的最大值和最小值， 
分别称为 / U ) 在 E 上的和这样就推出了： 

定理 1.3 设函数有界闭区域 E 上连续，那么 / U ) 在 
E 上达到它的最大模和最小模. 

定理 1.1 一 1.3 都可由数学分析中的相应结果推出. 

关于无穷大，有下列极限 定义： 

设函数 / U ) 在复平面上的区域或闭区域£上确定 . q 不属于集£，但是集 
£的一个极限点 .如果任给 A >0,可找到一数谷 = S ( A )， 使得当 z ^ E ,0< 
卜-之 0 |<5 时，丨 / U )| > A ， 那么我们说，当 z 趋近于之 0 时， / U ) 趋近于(极 
限)无穷大，记作 

lim f ( z ) = 00 , (1-3) 

在不产生混淆的情况下，上列极限式中可省去 z ^ e . 

设函数 /( Z ) 在无界区域或闭区域 E 上确定， a 是一有限复常数.如果任给 
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e > 0 ,可以找到一数 p = jO ( e )> 0 , 使得当 2 ： 6jE ， 丨 s ： | 时， 

\ f ( z ) ' a I < e , 

那么我们说，当 Z 趋近于 oo 时， / U ) 趋近于极限《，记作 

之 ）= cc . (1.4) 

读者自己不难用不等式表达 * 

lim f { z ) = 00 ( 1 . 5 ) 

^- , zGE 

的定义.我们也可在不产生混淆的情况下省去上列两极限式中的记号 
以上这些定义在第四章第8及第9段中将要用到. 

2. 导数•解析函数现在把实变函数的导数概念推广到复变函数.设 f ( z ) 
是在区域 D 内确定的单值函数，并且如果 

lim f ( z ) - f ( z 0 ) 

I 2 ^ O Z — ZQ 

存在，并且等于复数《，那么我们说 / U ) 在 zo 可微或可导，或者有导数 a ， 记作 
/' Uo ). 换句话说，这也就是 :任给 e > o , 可以找到一个正数 5 U )， 使得当 
并且 0<| 之 - z 0 |<5 时， 

/(Z) — /( Zq) ^ 

-- a < e • 

之一之 o 

显然，在 M 有导数的函数一定在別连续. 

定义如果函数 / U ) 在区域 D 内每一点可微，那么 /( 幻称为 
内解析.如果 / u ) 在 w 的一个邻域内解析，那么我们说 / u ) 在 w 

/( z ) 在区域 G 内解析，而闭区域万上每一点都属于 G ， 那么我们说 /( z ) 在 D 
上解析. 

根据这些定义，函数在一区域内或一闭区域上解析，就是它在有关区域内或 

有关闭区域上每一点解析.函数 / u ) 的导数记作/匕），^^或€_ 

注这里所引进的术语在现有文献中有种种不同的说法.“可微”有时称为 
“单演 '“解 析”有时称为“单值解析” 、“ 全纯”或“正则”.在本书中，我们只釆用这 
里所引进的术语. 

由于复变函数的导数的定义形式与实变函数的情形相同，容易证明 ：如果 / 
U ) 及 gU ) 是在区域 D 内的解析函数，那么 / U ) 士 g ( z )，/ U ) gU ) 以及 

也是在 D 内的解析函数，不过在这一情形下，还要假设 gU ) 在 D 内 

每一点都不为零.我们有 

[ f ( z ) ± g ( z)Y = f ( z ) ± g { z ), (2-1) 

[ f (^) g ( z)Y - fiz ) g ( z ) + f { z)g { z)y (2.2) 





" f(z) — f (z)s(z) - ^(z)f(z) (1 

— [ 《 u)] 2 * ( 厶 J ’ 

由此可见，在同一区域内有限个解析函数，经过有限次四则运算，仍然得到一个 
在原区域内解析的函数，不过在作除法时，除式必须在所考虑的区域内不取零 
值. 

其次，考虑复合函数的导数，设 (二 f(z) 在 z 平面上的区域 D 内解析 ， w = 

在 S 平面上的区域 A 内解析，而且当 z ^ D 时 J ，那么 w = 

F [/ U )] 在 D 内解析，并且 

dF\f(z)} dF(Q df(z) 广， 

ck 一 d( • C2 . 4 ) 

这一结果的证明与数学分析中相应结果的证明完全类似. 

下面举出几个简单而重要的解析函数.根据定义，容易 看出： 


(2.3) 


(2.4) 


(1) 如果 / U )=« (常数），那么 ^^=0. 




dz n 


应用数学归纳法，由 (2.2) 首先得到其中；7是一正整数.然后 
可 推出： 

(3) 2：的任何多项式 

P ( z ) = ao + a\z + *■* + a n z n 

在整个复平面上解析，它的导数的求法与 z 是实变数时相同. 


再应用 (2. 3)， 就有： 

(4) 在复平面上，任何有理函数（即两个多项式的商），除去使分母为零的点 
外是解析的，而且它的导数的求法与 z 是实变数时相同. 

3. 柯西-黎曼条件从以上我们看到，在形式上，复变函数的导数及其运 
算法则与实变函数几乎没有什么不同，可是在实质上，两者之间有很大的差别. 
实变函数可微这一条件是较易满足的.复变函数可微则不但其实部及虚部必须 
可微，而且这两实函数之间必须有特别的联系.本书着重研究这样的复变函数- 
它们具有重要的性质，并且具有重要的几何意义与物理意义. 

要使复变函数在一点可微，它的实部和虚部应满足怎样的条件呢？下面的 


定理回答了这个问题. 

定理 3 . 1 设函数/(幻=奴^，30 + &(1 ，30在区域0内确定，那么/(幻 
在点 z - JC + iy €: D 可微的必要与充分条件是：在点及 
可微，并且 



du _ d'V 3 u 
dx dy 5 3 y 



(3*1) 






• 22 • 


第二章复变函数 


证先证条件的必要性.设 / U ) 在点 z = ： r + iy ( GD ) 有导数 = 这 
里 a 及&是实数.根据导数的定义，当 z + ^z^D 时 ( Az #0) 

f(z + Az) - f(z) = aAz + o( i Ax ： I ) 

=(a + ib)(Ajc + iAy) + o( | Az | )( | Az I — 0 ) ， 

其中 Az = Aa : + i △: y ， Ax 及 A ; y 是实增量 ， o ( | △2：丨 ） 的意义与在数学分析中相 
同.比较 (3. 2> 两边的实部及虚部,就得到 

u(x + Ax ,y -I- Ay) — u(x,y) — aAx - bAy + o( | Az | )( | As: | —► 0), 

( 3 . 3 ) 


v{x + Ax ,y -I- Ay) - v(x 9 y) = bAx + a£^y + o( | | )(| Az 1 — 0〉. 

(3.4) 


这就是说，在点 2： = :r + i ： y ， i /( a :， jy ) 及 w ( x ，30 可微，并且 


du 

dx 


a 


du 

3 y 


—b 


dy 

3 x 


b f 


dy 

d y 


a 


(3.5) 


由此可推出 (3.1). 

现在来证明条件的充分性.由于 u 、 x 及 t ; (: r ，： y ) 在点 z ~ x \ y 可微， 
并且 (3.1) 成立，我们有 （3, 3) 及 （3. 4)，其中 z ^ Az ^ D ( Az 7^0) f a 及6由 

(3.5) 给出.用 i 乘(3,4)两边，把所得结果与 (3.3) 相加，就得到 （3.2) .这样就证 


明了 /(之）在点2： = x + ljy 有导数 ar = a + id . 

由定理 3.1 可以立即 推出： 

定理 3.2 设函数/(幻=奴1，30+以(^，30在区域0内确定./(2)在区 

域 D 内解析的必要与充分条件是 ： M (^ r ，： y ) 及 t ;(: r ，30 在 D 内可微，而且在 D 
内(3，1)成立. 

在 / U ) 有导数的情况下，由 （3*5) 


f (z) = a + ib 


du 

dx 


1 dx 


dy 

d y 


• 3 u 
1 3 y' 


(3.6) 


条件 (3，1) 一般称为柯西-黎曼条件.它们首先是在研究流体力学时得到的. 
由定理 3.1 和 3. 2,可以判断一个复变函数是否在一点可微或在一区域内 
解析.例如可判断函数/(2) = 2： 2 = (0： 2 -3^) + 213^ 以及 /(sOseioosy + Wsin ) 
在复平面上解析,而函数/(0=1=工-匕，则在任何点都不可微. 


§2.初等函数 

4. 指数函数 上一节中，我们已经研究了复变数多项式和有理函数，现在 
要把数学分析中常用的其他一些初等函数推广到复变数情形，并且研究由推广 
而得的函数的解析性.先从指数函数开始. 
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我们要把指数函数的定义扩充到 C 上，使所得复变数+匕的函数 
/(^)满足下列 条件： 

(1) VxeR,/(x)-e x ; 

(2) / U ) 在 C 上 解析； 

(3) V z i 9 z 2 ^: C 9 f(zi + Z 2 )= f ( zi ) f ( z 2 )- 
现在来确定 / U ). 由 （3) 及 (1)， 

f(z) = fix + i^) = ey(i^). 

令 /(bO = A (: y) + iB(y), 

其中 A(y)R 是实值函数.于是 

f(z) = e x A(y) + ie x B(y), 

由条件 (2) ，并且由柯西-黎曼条件， 

A(y) = B'iy), A'(y) = - B(y). 

显然， 4(30 = cosy 及 B (： y ) = sin ： y 满足上两条件，因而得到满足条件 (2) 的一个 
函 数是： 

f{z) = e x (co& y + isin 3;). 

不难看出， / U ) 满足条件 （1) .为了证明 / U ) 满足条件（3)，令+ 
i ^ l ^2 z= ^2 + i 3 ; 2 t 其中 工1，》1，工 2 J 2 GR , 我们有 

f(zi)f(z 2 ) = e x ^(cosyi + isin ^i)e x 2(oos^2 + isin y 2 ) 


= e' r i +x 2[cos(.yi -i- y 2 ) + isin (: y! + 3^)] 

= f(zi + 之 2 ). 


这样， / U ) 是满足条件 (1)—(3) 的一个函数 ® ，把它定义为指数函数，记作 

= e x (cosy + isin y). ( 4 - 1) 

于是条件 (3) 可 写作： 

Vzu 2 二 (4.2) 

还可证明指数函数^满足下列 条件： 

(4) Vzec t e ^0; 

(5) 在 C 上， 




(4.3) 


事实上，由 | e 叫=/关0就得到条件 (4) .条件⑸可由 （3.6) 立即推出. 
在 (4.1) 中令: c =0, 就得到欧拉 公式： 

e iy = cos y + isin y . 


①由以下第四章，第 6 段,它是满足条件 (1)_(3) 的唯一解析函数. 


(4*4) 
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利用欧拉公式，具有模数 r 及福角0的复数2可以写成常用的指数表示式（一般 
用它代替三角表示 式）： 

z 二 r(cos 6 H - isin d ) ~ re 10 . (4.5) 

由 (4.1)， 容易看出指数函数 w 二# 具有周期性，而且有周期 27 d . 这就是说 

e — = e # = e ' (4.6) 

同样， v ^ ez , 

= (4.7) 

如果 e ' 二，那么 q 二 + 2 左 ; ri ， 其中左 G Z •事实上，用 xi , yi 及 x 2 ， y2 
分别表示 q 及的实部与虚部，由 

e Y Z 2 二 1 

就可推出 x \ y \ ~ y2 ~ 2kn . 

由于有周期 27 d ， 我们研究当 z 在带形 

B = \z \ z ^ C，0 < Im 之 < 2 兀 } (4, 8) 

中变化时，函数 w = f 的映射性质.设 w 的实部及虚部分别为 w 及& 

设 z 从左向右描出一条直线 L:Im z = ： y Q ， 那么加=# + %，于是^|从0 
(不包括 0) 增大到 + ' 而 argz ^ = 外保持不变•因此描出-条射线 L 1: 
arg w = 3 ^( 不包括 w =0)( 图 6). 这样， L 和 Li 上的点之间构成一个双射.让 
yo 从 0( 不包括 0) 递增到 2 tt (不包括 2 tt )， 那么直线 L 扫过 B (图 6( a ))， 而相应 


iy 



2n\ 

B 




少 oi 


O 

^0 "x 


⑻ 



图6 

的射线按反时针方向从 w 平面上的正实轴(不包括它）变到正实轴（不包括 
它 )（ 图 6( b )). 由此可见 ， w = f 确定从带形 B 到加平面除去原点及正实轴的 
一个双射. 

显然，函数把直线 Re z = xc ) 在 B 上的一段映射成 w 平面上的一个 
圆丨 w 丨 = e x 。除去 m 轴上的一点 e %. 

用同样的方法可知，函数 w = 把任何带形 

B a = \z \ z C,a ^ R,a < Im 2 ： < a + 2k] 

双射成 u ； 平面除去 0 及射线 arg w = 特别，它确定从带形 B 2 n 7 r ( neZ ： B 0 - 
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B ) 到 w 平面除去0及正实轴的双射. 

5. 多值函数导引 ：辐 角函数 以上研究过的复变数初等函数有多项式、有 
理函数及指数 函数; 它们都是单值函数.我们还要研究一些复变数初等多值函 
数.因为这些函数的多值性是由辐角的多值性引起的，所以我们先研究辐角函数 
W = 它本身不是一般意义下的复变数初等函数. 

如上章第1段中所指出，当 10} 时， w 二 Argz 有无穷个不同 的值： 

w = Arg — arg ^ + IkK (是 G Z ) ， (5.1) 

其中 arg 2 ：表示 Arg z 的主值： 

一 7T < arg z ^ tc; 

我们也把 Arg z 的任一个确定的值记作 arg 

为了研究方便起见，我们把辐角函数 (5.1) 在某些区域内分解为一些单值连 
续函数，每一个单值连续函数称为辐角函数在这区域内的一个 

考虑复平面除去负实轴（包括 0) 而得的区域 D . 显然，在的主 
值 arg z ( - 7 t<arg 是一个单值连续函数 ， arg z + 2kiz{k 6 Z ) 也是这样，因 

此 w = Ai _ gz 在区域 D 内可以分解成 (5,1) 中所表示出的无穷多个单值连续函 
数，它们都是 w = Argz 在区域 D 内的单值连续分支. 

上述区域 D 可以看成是把复平面沿负实轴割开而得到的.负实轴称为一条 
g 线，它是区域 D 的 边界； 我们把这割线看作有不同的上、下两沿.函数 w 二 
A ^ z 的每一单值连续分支可以扩充成为直到负实轴（除去 0) 的上沿及下沿连 
续的函数，扩充的函数值称为上述单值连续分支在负实轴的上沿及下沿所取的 
值.显然，同一单值连续分支在负实轴的上沿及下沿所取的值不同 •例如 也二 
Arg 2 ：的主值分支 w = arg 2T 在负实轴的上沿及下沿分别取值 7 t 及 - tc . 

现在研究在较一般区域内把辐角函数 1 ^= Arg 关 0) 分解成单值连续分 

支问题. 

设 M 为复平面上一点 .在 巧的充分小的邻域内（若则此邻域不含 
0)，任作一条闭简单连续曲线 C 围绕別，也就是使別属于 C 的内区域•在 C 上 
任取一点^，并且确定 Arg z 在 q 的值为 arg q = 心 ，让一点从 q 出发按某一 
方向沿 C 连续变动，最后回到 z 1; 设 argz 相应地从心连续变动到•如果 
之0#0,那么 - 1^ = 0;否则 - Q ' 二 ±2 tt . 

其次，考虑在扩充复平面上情况.在无穷远点的充分“小”的邻域内，即在 
\ z \> R 内，其中 R 为充分大的正数，任作一条闭简单连续曲线 C 围绕 oo , 亦即 
使圆 |zj = R 包含在 C 的内区域内.这时在 C 上任取一点 q ， 并确定 Arg %在这 
点的值 arg q .让一点从 q 出发按某一方向沿 C 连续变动，在回到 q 时 , arg z 
连续变动所得的值也要变化. 
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由此可见，对 Argz 来说，0及 oo 是特殊的两点.在复平面上，取连接0及％ 
的一条无界简单连续曲线 Ki 作为割线，得一区域 Di ，其边界就是曲线.在 

内，任一条闭简单连续曲线 C 既不围绕0,也不围绕％.因此当^沿这曲线 
连续变动一周时 ， arg z 连续变动而得的值没有变化. 

当 A 是负实 轴时; 已经指出 Arg z 在即上文中的 D ) 内可分解成无穷 
个单值连续分支。当是任一条连接0及％的无界简单连续曲线时，情况也 
是这样•设，取 Argjsr 在以的值为沒 i . 设2：2(#=1)〔0 1 .作连接2： 1 及2 2 
的一条简单连续曲线 yCIZ ^ .设当^从 q 沿7连续变动到 z 2 时 ， arg z 从化连 
续变动到心.那么取 Argz 在 q 的值为0 2 .应用数学分析中证明线积分与路线 
无关相类似的方法，可以证明&只与心， A 及 A 有关，与曲线 y 的选取无关， 
这样，从 Arg z 在^处的值心出发，可以确定 Arg 2 在0 1 内任一其他点处的 
值; 于是我们得到 在0 1 内的一个单值连续函数，记作 argz(argq = h ) ; 它是 
Arg z 在内的一个单值连续分支. 

在上段中，把 Arg z 在; 2 ： i 的值换成十 2々 tc . 相应地，可见 Aik 2 ：在^内的 
所有值可分解成无穷个单值连续分支. 

arg z + 2^7 r(arg z 1 = 6^ (k G Z ). 

现在阐明 Arg z 在 C 上任一点（非原点）的各值之间的联系.任取 Zl (^0) 
6 C . 并且通过 q 作一条闭简单连续曲线围绕0或 让一点 z 从 q 按一定方 
向沿曲线连续变动若干周后回到 q ， Argz 相应地可从在 q 的一值连续变动到 
它在 q 预先指定的其他任一值，即从 Arg z 的一个单值连续分支在 q 的值，连 
续变动到预先指定的其他单值连续分支在^的值. 

例 在 C 上作割线 

K - { 2：|J z + 1 1= l , Im 2：^0} U (— 3，一 2) 

U {^tl z + 4 1= U (—°°，— 5), ① 

得到区域 JD ^ C - K . 取 Argz 在 D 内的一个单值连续分支 / U ) = argz(argl = 
0)，那么 

/(- I ) = - 7 T ，/( - 4) - 7 T , 

而 Arg Z 在 D 内的无穷个单值连续分支是 / u ) + 2 iU U € z ). 

6.对数函数 已给复数2^0,满足 的复数 zv 称为 z 的对数，记作 
Lnz 或 Log 之，令 m 及 r 为 w 的实部及虚部，那么2 = '从而 

XV — Ln 之 = In 1 z I 十 iArg z . (6.1) 


①这里 (-3,-2) 和 （- M ，-5) 是指负实轴上由 -3 到_ 2和由-如到 -5 的直线段和射线. 
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把之看作不等于零的复变数， （6.1) 就是2的^它是指数函数 z = # 的 
反函数(反函数的定义可与数学分析中一样叙述）.由于 Arg z 是无穷多值函数， 
vd — Ln z 也是无穷多值函数. 

相应于 Arg 2 的主值，我们把 In | z | + iargz( — 7c<arg 2 ： <7t) 定义为 Ln z 的 
主值，记作 lnz. 于是由 （ 6.1). 

xv ~ Ln z ~ \n \ z \ + iarg x + 2km = in z 2km (k Z ) (6. 2) 
以后把 Ln z 的任一个确定的值都记作 ln z . 

由此可见， 任何不是零的复数有 无穷多 个对数，其中任意两个相差 27 Ti 的整 
数倍 .如果 z 是正实数，那么 Lnz 的主值 lnz = lriUI 恰好就是数学分析中所研 
究的对数. 

关于积和商的对数，有下列法则 :设; ^及 A 是不等于零的复数，我们有 


Ln ( ziZ 2 )= In i z\z 2 I + iAxgiziZj) 


—In I I + ln ! s：2 I H - i(Arg z \ + Arg Z2 ) 
—hn zi Ln Z2, 


Ln 


之 2 


Hi 丁 IT-Ufc ： 

^2 I 之 2 

In t z\ I - Ln I Z 2 I + i(Arg z\ 
Ln z\ — Ln Z 2 - 


Arg z 2 ) 


(6.3) 


(6.4) 


等式 (6.3) 及 (6.4) 应理解 如下: 对于它们左边的多值函数的任一值，一定有右边 
两多值函数的各一值与它对应，使得有关等式 成立; 反过来也是这样. 

由于对数函数 (6.1) 的多值性是由 Axgz 的多值性引起的，而且 lnk | 在 C 
- jO [中任一点充分小的邻域内连续，可见对数函数 (6.1) 在某些区域内也可分 
解为一些单值连续函数，其中每一个称为对数函数在这区域内的一个单值连续 
分支. 

在复平面上取负实轴作为割线，得到区域 D . w = 在区域 D 内可以分 
解成为 (6.2) 中所表示出的无穷多个单值连续函数，它们都是 w ^ Lnz 在区域 
D 内的单值连续分支. 

区域 D 的边界负实轴可以看作有不同的上、下两沿.函数 w = Ln z 的每一 
单值连续分支可以扩充成为直到负实轴（除去 0) 的上沿及下沿连续的函数，扩 
充的函数值称为上述单值连续分支在负 实轴的上沿及下沿所取的值 .显然，同一 
单值连续分支在负实轴的上沿及下沿所取的值不同.例如 in ^在负实轴上 
沿及下沿的值分别有虚部 k 及 -k 

一般地，在复平面上，取连接0及％的任一条无界简单连续曲线作为割 
线.设区域 Di = C - iCi ， 并且 5： i 6 D 1 . MSargj 2 r 1 = 0 1 +2々7 r & lnzi = lnU 1 j + 
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ih + i 2 hU 6 Z ). 与 Argz 在认内的分解相对应，可把对数函数 (6.1) 在 Di 内 

分解成无穷个单值连续函数分支，记作 

xv = In z(\n z { ) = in i I 十 i 沒 i 十 )2kn) (k G Z). 

这样，在区域内， （6.2) 可记作 

zv = In 2： (In 1 = i2kiz) (k G Z). 

对数函数在任何区域内的单值连续分支都是解析的.现叙述并证明 如下： 
如果 / U ) 是 Lnz 在区域 G 内的一个单值连续分支，那么在 G 内， / U ) 解 
析，并且 

f (z) = —. (6.5) 

这一结果不难证 明:设 zeG - 由于/ (2：) = Z ， 对于模充分小的复数 A 关0,我 

们有 

f(z + h) - f(z) _ f(z + h) - f(z) 
h — e^ U+A) - e / '⑴. 

令 w i = f( z h) ，显然 W\ - / X2 ：) 尹0,并且当 A 趋近于 0 时， wi 趋近于 f(z). 
于是下列极限 成立： 


lim 


f(z + h) - f(z) 
h 






_wi — fM\ 


d〆 ⑴ 

df ( z ) 


e /⑴ 


上述结果 得证; 而且因为在 G 内不含原点，所 以丄在 G 内 连续. 

z 

在上述结果中， /( 2：) 称为 Lnz 在 G 内的一个根据这一结果，多 
值函数 w = Lnz 在上述区域 D RD r 内可分成无穷个解析分支 ®. 它是一个多 

值解析函数.在本书中，我们说解析函数总是指单值解析函数，或多值解析函数 
的一个解析分支. 

原点及无穷远点对于对数函数 w = 有特殊的意义 •在 0或 oo 的充分 

“小”的邻域内，任作一闭简单连续曲线 C 围绕0或 oo •根据 Argz 的连续变化 
情况，当一点 z 从 C 上一点 q 出发沿 C 连续变动一周时， Lnz 从它在 q 的任 
一值连续变动到其他一值.因此我们把原点及无穷远点称为对数函数 vu = Lnz 
的支点.这两支点还具有下列性 质：当 2从 A 出发沿 C 按一定方向连续变动无 


①有关解析分支在负实轴或正实轴上沿及下沿所取的值，即相应单值连续分支在该处所取的值. 
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论多少周时 = 总不可能从它 在2 1 的任一值连续变动到同一值.由于这 

一性质，我们把原点及无穷远点称为 w = 的无穷阶支点，特别称为对数支 

I ；对于其他多值解析函数，我们也相应地定义支点及支点的阶数. 

引进支点概念后，可见是连接 w = lnz 的两支点的曲线. 

其他一些初等多值函数也是多值解析函数，可以用类似的方法处理它们.首 
先确定它们的支点，然后在复平面上以连接支点的曲线作割线，得一区域.在这 
区域内，可把有关多值函数分解成解析函数分支. 

与指数函数情形一样，可推出 w = Lriz 的映射性质.它的一个分支 
= In I 2 ： I + iarg z + 2 kni (— tt < arg z 〈 n ) 

把 r 平面上的区域 D 双射成 w 平面上由 

(2 k — 1 )tt < Im w < (2 k - I - l)7t 

所确定的带形 U € Z ). 

7. 幂函数 设 a 是任何实数或复数.对于=40,用下列等式定义 ^ 的 a 次 

嫵 鲁 

幂函数： 

w - - e alMz . (7*1) 

在 a 是正实数的情形，*•卜字 等^当 z = 0 时 ， f =0. 

由 (6, 2)， ••… 

w ~ z a — e ahlz e a ' 2km (\n 1 = 0， — tt < arg z ^ n)(k ^ Z ) 

可见对同一 z 7^0^^ z a 的不同数值的个数等于不同数值的因子 

e a ' 2 ^(^ G Z ) 

的个数.由于#当且只当 z 二 2々7 dUeZ ) 时取值1，不难 看出： 


(1) 如果 a 是有理数，其既约分数表示式是@，其中那么/是 rz 值 

n 


的.特别，当 a 是整数时，/是单值的. 

(2) 如果 a 是无理数或虚数，那么/是无穷多值的. 

设在区域 G 内，我们可以把 Lnz 分成无穷个解析分支.对于 Lnz 的一个 
解析分支，相应地/有一个单值连续分支.根据复合函数求导数的法则， w 二/ 
的这个单值连续分支在 G 内解析，并且 


dxv 




(7.2) 


其中/应当了解为对它求导数的那个分支 ， In 2应当了解为对数函数的相应 


分支. 

对应于 Lnz 在 G 内任一个解析分 支：当 a 是整数时，/在 G 内是同一解 


析 函数； 当 a = ! (既约分数， n > l ) 时， 〆 在 G 内有 w 个解析 分支； 当 a 是无理 

n 
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数或虚数时，/在 G 内有无穷个解析分支.在后两种情形下 ，/ 是多值解析 
函数. 

例如当 a 是大于1的整数时 ， w = ^=冗称为根式函数，它是 z = 的反 
函数，当 z 9^0 时 ，有： 

W = ^ • en 2kld = eiOnkl+iarg:) • ^2^ 

(— 7t < arg z ^ ： 7t;k G Z). 

这函数是 n 值的.在复平面上以负实轴（包括 0) 为割线而得的区域 D 内，它有 
n 个不同的解析 分支： 


tu-l —— r | ME ^±2*7 C 

V z e « (— 7 c < arg z < K；k ~ 0, l ,2 9 "\ n - 1). 


它们也可记作 


Tz m = e i2 ?). 


这些分支在负实轴上沿及下沿所取的值，与相应的连续分支在该处所取的值 
一致， 

当 a 不是整数时，原点及无穷远点是的支点.可是按照《是有理数 
或者不是有理数，这两支点具有不同的性质.与上段中一样，在0或〜的充分小 
的邻域内，任作一闭简单连续曲线 C 围绕0或 oo .在 C 上任取一点确定 
Arg z 在 h 的一值 arg zi = 仏;相应地确定 

_ „a(lnUH-iAigz) 


在之 i 的一值 e «( ln kJ + 吨勺） = 


.现考虑下列两种 情况: 


(1) a 是有 理数& (既约分数，当一点 z 从^出发按反时针或顺时针 

71 

方向连续变动 w 周时， arg z 从化连续变动到^土 2/ ztt ， 而 w 二 z 7 , 贝!1从 e^" bZl 
=相应地连续变动到 

^(\az x vanid = e fln '， 

亦即第一次回到了它从^出发时的值.由于这一性质，我们把原点及无穷远点 

称为的72 - 1阶支点，特别称为 n - 1阶代数支点.对于其他多值函数，我 
们也相应地定义支点的阶数. 

(2) a 不是有理数这时不难验证原点及无穷远点是 W = ?的无穷阶 
支点. 

当 a 不是整数时，在复平面上，任取连接 w = /的两支点 O 及 oo 的一条无 
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界简单连续曲线 Ki 作为割线，得一区域 Di •在 Di 内，可以把 u ； 二/分成解析 

分支.特别，可取从原点出发的任何射线作为割线. 

现研究 XV= Z a 的映射性质，其中 *2 是一正实数.设 w 是一实数，并且0< 
co , ao ><27 T . 在 Z 平面上取正实轴(包括原点)作为割线，得一区域 IT . 考虑 
内的角形 A :0< argz < a ；， 并且取？在 D * 内的一个解析分支 

ZV = z a (t a = 1 ). 

当 2 描出 A 内一条射线/ :arg z = 6 q 时(不包括 z =0) 9 xv 在 zv 平面内描出一条 
射线让外从0增加到 ⑴ （不包括0及 o >) ，那么射线 Z 扫过角形 
A ，而相应的射线 G 扫过角形 A ^ tXarg 功<伽>_因此仿=^(1" = 1)把夹角为 
w 的角形 A 双射成夹角为 aw 的角形 At (图 7) .显然，这一函数把 A 中以原点为 
心的圆弧映射成 Ai 中以原点为心的圆弧. 


y k v 





0 

, _ 

x 0 

U 


图7 

用类似的方法可以看出，当 n (> l ) 是正整数时 ， w = ^ 的”个分支 

•w ~ (TI — e 1 n ) 

(k = 0 ， 1 ， 2,…， w - 1 )， 

分别把区域 IT 双射成 w 平面上的《个角形 

2kn ^ / 2(k + 1)tt 

^ T <argW< n • 

现举例研究多项式的根式的解析分支. 

例1作出一个含 i 的区域，使得函数 

iv = z(z — l)(z — 2) 

在这区域内可分解成解析分支;求一个分支在点 i 的值 • 

我们知道 

w = \z(z -X)(z -2)\2 eiCArg^AxgC.-D+Arg ( ， - 2)]. 

先求函数的支点•由于 d 的支点是0及00,函数 w 的可能的支点是0, 
1，2及 oo .任作一条简单连续闭曲线 C ， 使其不经过 0，1 及2,并使其内区域含 
0,但不含1及2.设 q 是 C 上一点•我们确定 Argz , Arg(z - 1) 及 ArgO - 2) 
在这点的值 arg z if 3 Xg(zi - 1) 及 arg ( 2：i -2)( 图 8) •当 z 从々按反时针方向沿 
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C 连续变动一周时，通过连续变动， arg q 增加了 271，而 arg(zi - 1) 及 arg ( 2：i - 
2) 没有变化.于是 w 在^的值就从 

I z l (z 1 - l)(z l -2) |2 = 

连续变动到 

I z.iz, - 1)(^! -2) \ 2 d [叫 h+MargUrD+argUrZ)]:—^. 

因此0是函数 w 的 支点； 同样可证明1及2也是它的支点.任作一条简单连续 
闭曲线，使其内区域含 0，1 及2,可证明〜是函数瓜的支点 0). 

在复平面上取连接0,1，2及 oo 的任一条无 
界简单连续曲线作为割线，在所得区域内，可把 
w 分成连续分支.例如可取[0, + ~)作为复平 
面上这样的割线，得区域 D , 

其次，任作一条简单连续闭曲线，使其不 
经过 0，1 及2,并使其内区域含这三点中的两 
点，但不含另一点.设2 2 是 q 上一点，确定 w 
在 A 的一个值，与上面一样，当 z 从^ 2 沿（: i 连 
续变化一周回到 z 2 时， w 连续变化而得的值不 
会改变. 

于是在复平面上取线段 [0,1] 以及从2出发且不与[0，1]相交的任何射线作 
为割线，在所得区域内，可把 W 分成连续分支.例如可取[0，1]及[2, + oo ) 作为 
复平面上这样的割线，得区域 Di 

求 to 在 D 内的一个解析分支 



xv = ziz — 1)( 之 — 2) (zu(— 1) = — J6i) 

在 z = i 的值. 

在 Z = - 1，取 

arg z = 7i ， arg(2 ： 一 1) = 7t ， arg(5 ： - 2) = tt. 
于是在 L > 或/^内， w 可分成两个解析 分支： 


z(z- 1)U — 2) iiei^-W-DW- 2 )^] 


I z ( z - 1)(5 ： — 2) I 2 e 2 [aigs+arg(2： ~ l)+alE(2 ' 2)：l + ^ 


(k -- 0 , 1 )- 


由于所求的分支在 z = 1 的值为 - y ^ i ， 可见这一分支是 


①所作曲线的外区域含⑺，但不含0，1，及 2. 




• 34 • 第二章复变函数 


现在考虑上述单值支在(0，1)下沿取值的情况.在区域 D 内，如图10,当 z 
沿曲线 Ci ，从(0，1)的上沿变动到下沿时， argr 没有变化，而 arg ( l - z ) 减少了 

2 tt . 于是在(0，1)的下沿， argtt ；^ .如果2沿曲线(： 2 从(0，1)的上沿变到下 


沿时， arg z 增加了 2 tt ， 而 arg(l - 2 ： ) 没有变化.于是在(0，1)下沿 ， arg w = j .无 
论怎样，当 z = : r 在 (0,1) 下沿时，上述单值支的值是 


VU 


i V x(l — X ) 3 



.Lr 


e = cos x + isin x , e 


-ix 


x ― isin x 


于是 


# + e— 1 " , e 1 " - e-^ 

x = - a -， sin x = * 


2 9 w^Lmi •• 2 畢 

因此对任何复数 z ， 我们定义佘弦函数及正弦函数 如下: 


iz t ^— 12 ： iz - 

e 十 e . e 一 e 

z — - ; - , sin 之 = 一 


2 


2 i 


( 8 . 1 ) 


由此可见，对任何复数 t 欧拉公式仍然 成立： 

e lz — cos 2 ： - l - isin 之， (8.2) 

由 （8.1)、(4.3) 以及复合函数的导数公式，可见 cos 2 及 sin z 都在复平面上解 
析，并且 


&cos 之= —sin 之 ， ^sin z = cos z . (8.3) 

复变余弦函数及复变正弦函数有许多与实变余弦函数及实变正弦函数相类 
似的性质，现举例 如下： 

(1) cos 2 是偶函数， sin 2 :是奇 函数： 

cos ( — z ) = cos z , sin ( — z ) = — sin z . 

(2) cos 5 ： 及 sin z 都有周期 2 tt : 

cos(z + 2 kn ) = cos z , sin(z + 2 kn ) = sin z , 
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其中&是任何整数. 

(3) oos( 2 ：i + Z 2 ) — cos 2 ：iCos Z 2 ~~ sin 2 ：! sin 之 2 ， 
sin(s：i + 之 2) = sin 5：icos Z 2 + cos jsrisin % 2 - 

(4) cos 2 z + sin 2 z = 1. 

以上各性质都可由 (8.1) 推出，请读者自己作出证明. 

在这里要着重指出，由性质 (4) 不能推出 Icos ^^ l 及 Uin 幻<1，因为一般 
说来， cosk 及 sin 2 z 不是非负的实数.例如当 z = 2 i 时，上两个不等式就不成立. 

最后，让我们来确定复平面上使 sin ^和 cos z 为零的所有点.由(8.1)，等式 
sinz = 0 相当于方程# = e _ '由关于指数函数的结果，可见 - z ~ i - 2 k^M 
中是 6 Z ， 从而 2 ：= 々7 C . 于是使 sin 2 ：为零的所有点是 2 ：=々兀，其中是 G Z ， 不难推 

得使 COS Z 为零的所有点是 Z = f +务 7 T , 其中 

引进了函数 sin z 及 cos z 的定义，我们就可以定义并且研究其他复变三角 
函数： 


tan z — , cot z = 〒芩 ,sec z = ~ — ,csc z = . ^ 

cos z sin z cos z sm z 


这些函数在一定的区域内解析，而且它们也与相应的实变三角函数有类似的性 
质.在这里不打算对它们进行详细的讨论. 

本节中我们看到，在复域中,指数函数是对数函数、幂函数和三角函数的共 
同基础.反三角函数可由对数函数表示出来，它们也以指数函数作为基础.现以 
反正切函数为例来说明这一点. 

由函数 z = tan W 所定义的函数 u ; 称为2的反正切函数，记作 


由于 

令 e 2 iw =r ， 就得到 
从而 

最后得 


uu 


XV 

= Arctan 之 . 

z — 

1 e iw - 

—iw 

e 

i e iw + 

—rw ^ 

e 

z 

1 r - 

i r H 

1 

hi ， 

T 

—z ~i 

h_i 

z + 

« « 

1 

Arctan z. 

= 2i Ln 

—z + i 

之 十 i 


(8.4) 


= 2 ^[bn(z - i) - bn{z + i) + itc]. 


(8.5) 
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作为割线，在所得区域内，可把函数 w 分成解析分支. 

由 （8.5 )，w = Arctan2 ： 的任何解析分支有导数 

dzg; 1_ / 1 — 1 \_1 

dz 2i \ 2 ： ' i 2 ： + i / 1 + z 2 9 

三角函数及反三角函数的映射性质比较复杂，这里不进行讨论. 

习题二 

1. 试问函数7^在圆盘 UI <1( 称为单位圆盘)内是否连续？是否一致连续？ 

2. 证明函数 /( z )= ld 2 除去在^ = 0外，处处不可微. 

3. 设函数 /( W 在区域 D 内解析.证 明： 如果对每一点 zGD ， 有 

/ (z) - 0, 

那么 / U ) 在 D 内为常数. 

4. 设函数 / U ) 在区域 D 内解析，证明 :如果 / U ) 满足下列条件之一，那么它在 D 内为 
常数： 

(1) Re / U ) 或 Im / U ) 在 D 内为 常数； 

(2) |/ U )| 在 D 内为常数. 

5. 证明: 若函数 /( z ) 在上半平面解析，那么函数7^在下半平面解析. 

6. 试利用柯西-黎曼条件，证明下列函数在复平面上 解析： 

2 ： 2 , e T , sin s：,cos z ; 

而下列函数不 解析： 

z 2 f e z 9 sin ^,cos z . 

7. 证明在极坐标下的柯西-黎曼条 件是： 

3 u 1 3 u dv 

dr ~ r dd^dd ~ dr ' 

8. 下章将要证明 ：在任 何区域 D 内的解析函数 /( y —定有任意阶导数.由此 证明： 

(1) /( z ) 的实部和虚部在 D 内也有任意阶导数，并且满足拉普拉斯方 程①： 

d 2 U , 3 2 U n 

w o . 

(2) 在 D 内， 

(£" 2+ $) i/u) |2=4 i/u) |2 - 

9. 试求出 eZ'Lnd + iU 1 ，：^ 2 〆 — 2卢的值. 

10 . 由 2 ： = sin it ; 及 2 ： = cos w 所定义的函数 m 分别称为 r 的反正弦函数及反余弦函数 • 
求出它们的解析表达式(利用对数函数）. 

11 •由 


①这种方程的解称为调和函数.因此解析函数的实部和虚部都是调和函数.参看第八章. 
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第二章复变函数 


sinh 


z 


^ - e _; 


及 cosh 


2 ^ 一 1 z — 2 
所定义的函数分别称为双曲正弦函数及双曲余弦函数®证明 

sinh z = — isin ix,cosh z = cos iz. 

由此从关于三角函数的有关公式导出： 

cosh 2 z — sinh 2 2 : ― 1, 

sinh( 2：! + zi) = sinh zicosh Z2 + cosh « 1 sinh z 29 
cosh( z\ + 之 2) = cosh zicosh %2 + sinh s^sinh 之 2 , 
sin(x + \y) = sin a:cosh 3; + ioos xsinh 3;, 
cce( a: + iy) — cos arcosh y — isin xsinh j;, 

■T'anh z = cosh z ? x~cosh z = sinh z f 
dz 9 dz 


+ e 


12, 设两个实变数的函 数〆: r，：y) 有偏导数.这一函数可以写成 2 = 1 + 诊及 5 的函数 

{ z \ ~z z —~z\ 

u = w l ~2~^~2 T /- 


证明： 


du 

dz 


1 (du .du \ du 1 / 


3 u . .du 


9 x 3 y 


.du 

2 1 dy 

设复变函数 /(z) 的实部及虚部分别是 m (: c,：y) 及 z;(x，：y)， 并且它们都有偏导数，求 证： 
对于 f ( z ) ，柯西-黎曼条件可以写成 


3 f du , .dv 
3 ~z dz 


0. 


13. 设函数 /f) 在 z = 0 解析，那么我们说 /U) 在 z=oo 解析.下列函数中，哪些在无 


穷远点解析？ 


rz 

1 + ^ f~z 


14. 在复平面上取上半虚轴作割线.试在所得区域内分别取定函数^与 Ln ^在正实轴 
取正实值的一个解析分支，并求它们在上半虚轴左沿的点及右沿的点 z = i 处的值. 

15. 在复平面上取正实轴作割线，试在所得的区域内：（1)取定函数/(-1<〃<0)在正 
实轴上沿取正实值的一个解析分支，并求这一分支在 

z — ^ \ 

处 的值; 在正实轴下沿的值. （2) 取定函数 Ln =在正实轴上沿取实值的一个解析分支，并求这 
一分支在 - 1处 的值; 在正实轴下沿的值， 

16. 求函数7(1二/)(1"- P^ T )<0 〈是<1)的支点，证明它在线段 


①它们也可记作 shz 及 chz . 
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—飞 < X 1, 1 - 

的外部，能分成解析分支，并求在2 = 0取正值的那个分支. 

17. 研究函数 


IV 



(z + l)(z — 1 )( 之 — 2 ) 
Z 


如果规定在 ^-3 时， w >0 .任作两种适当割线，求这函数的一个解析分支在2 = i 的值. 

18. 找出下列推理的错误 ：因为 （- z ) 2 = z 2 , 所以 2 Ln ( - z ) = 2 Ln t 因此 
Ln ( — z ) = Ln z . 




第三章复变函数的积分 


§1. 柯西定理 

1 . 复变函数的积分柯西 （1825 年）研究复变函数的积分，证明了著名的 
柯西 定理; 它是复变函数论的重要基础之一.本章讲述这一定理的经典形式以及 


由它推导出来的解析函数的重要性质，至于同调及同伦形式的柯西定理，则放在 
附录三中.现在先引进复变函数的积分. 

设在复平面 C 上有一条连接 &及 Z 两点的简单曲线（即简单光滑或简单 
分段光滑 曲线; 请参看第一章第5段中的规定） C . 设 / U ) 

=u (x 9 y ) +^(:*:， 3 /)是在 0 上的连续函数，在这里 
u ( oc， y m t ；(： r ，; y ) 是 / U ) 的实部及虚部.把曲线 C 用分 
点 ZQ ’ ZhZ 〗， …， Z 分成 W 个更小的弧，在这里分 
点 qU = o ， i ， …， n ) 是在曲线 c 上按照从 z 0 到 z 的次序 
排列的.如果^是在 q 到以 + 1 的弧上的任一点（图12)，那 
么和式 

2/( ^)(^+i - (1 -D 

*=o 图 12 

可以写成 

n — 1 

S l u (^ k ^ Vk ) + i 幻 （€* ， 取）] [( x 々 +i — A ) + 一 M )] ， 

k = 0 

或者 

n-l n -1 

2 w (石， 7*)( A+i - ^ k ) - 2 幻（石，7*)(3^+1 一 災） 

k =0 k -0 

n - 1 ft — \ 

+ i[ S ％ )(a+i - ^k) + 2 Vk 、（ yk+i — m) j ， 

是 =o 



( 1 . 2 ) 
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在这里 x k , y k 与 Hk 分别表示^与匕的实部及虚部. 

按照关于实变函数的线积分的结果，当曲线 C 上的分点 q 的个数无穷增 
加，而且 

max i Uhl - Z k \ ^ s] {x k+ i - Xk ) 1 +~{y k+ i - y k ) 2 I k = 0 ， l ， 2，“*，n — ll—0 


时， （1.2) 中的四个和式分别有 极限: 


c 


( x , y ) dx ^ 


c 


(x,y)dy^ 


c 


(x 9 y)dy, 


这时我们说和式 (1.1) 有极限 


^ 广 

u(x ,y)dx - v(x,y)dy + i v{x,y)dx + m(x 
J c J c 


这一极限称为，记作 

[ f(z)dz. 
J C 

于是我们有 


f(z)dz = u(x ^y)dx - v(x ^y)dy + i t^(j：,^)dx + u(x 9 y)dy. 
J c J c J c 


(1.3) 

如果 C 是简单光滑 曲线： 工= 9^)，3^4(0(以<〖<了），并且 Zo 及了相 
应于 M 及 Z ， 那么 （1.3) 右边的积分可以写成黎曼积分的形式，例如其中第一个 
可以写成 

「T 

«( 沪， 0 ) ^(t)dt . 

^ t 
C 0 

把 (1.3) 右边的积分都改写成类似的形式，并且重新集合各项，就得到 

' 「T 

f(z)dz = [w ( 炉， 0) + ip ( 9 , 0)] [〆（£)+ !〆（，）]&• (1-4) 

J c J t 0 

我们可以看到，在 (1.4) 的左边，把 z 换成 

z(t) - <p(i) + i(p(t) 9 

把 dz 形式地换成微分 dLr + idy = [ 〆 （f ) + i〆（i ) ] df ，就直接得到 （1.4) 的右 
边.这样， （1.4) 也可写成 

f(z)dz = f f(z(t))z(t)dt. (1^4") 

J C 心 o 

当 C 是分段光滑简单曲线时，我们把它分成几段光滑的弧来考虑，仍然可以得 
到类似的结果. 

根据复变函数的积分的定义，可以立即推出它的一些基本性质.设 / U ) 及 
& U ) 在简单曲线 c 上连续，那 么有： 
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(1) af { z)dz = a /( J2 ：) d ; s ，其中 or 是一复常数. 
J c J c 






(3) ^ J ( z ) d 2： 


a 


f ( z)dz 


c f ( z ) d ^ l cg ( z ) dz . 


f ( z)dz + … + /( 2T ) d ： 2 ：， 其中曲线 C 是 

a J c . 


由光滑的曲线 c lt c 2 ,-,c w 连接而成. 


(4) _ f ( z)dz = - /( 2 ：) d2 ：， 其中如果曲线 C 用方程 Z = (岣 < f < 

J c J c 

T ) 表出，那么曲线 cr 就由 z = z (- f )(- T < a < - 以）表出.换句话说，有关 
积分是在同一曲线上沿相反的方向取的. 

如果 C 是一条简单闭曲线，那么可取 C 上任一点作为取积分的起点，而且 
当沿 C 取积分的方向改变时，所得积分相应变号. 

(5) 如果在 C 上， |/ U ) |<M ，而 L 是曲线 C 的长，其中 M 及 L 都是有限 
的正数，那么 


f ( z)dz ^ ML®. 

J c 

这个不等式我们要经常用到.它是由下面的不等式取极限得 到的： 

| S/(Ca)(^+i — 乞 k ) < m2 I z k+i - 之*丨 <ml. 

k=0 k=0 

上述积分的定义及性质对于不一定是简单的一般曲线，即一般光滑或分段 
光滑曲线也适用. 

例1设 C 是连接列及 Z 两点的简单曲线，那么 

% 

dz = Z — zq . (1.5) 

J c 

zdz — ~ k ~( Z 2 - Zq ). (1-6) 

J c 丄 

在 (1.3) 中分别取 / U ) = l 以及/(2)=之=^: +卜，我们就得到（1.5)及 
( 1 . 6 ). 

如果 C 是闭曲线，即 q = 那么 （1.5) 及 （1.6) 中的积分都是零. 

例2设 C 是一个圆 U - a 丨其中 a 是一复数,/0是一正数，那么按反 
时针方向所取的积分 


①我们也可证明 


f(z)dz 


<} I/O) ! d5 = J \f(z) \\dz\ 

c c 


在这里心或 Ickl 表示曲线 c 上孤长的微分. 
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令 

于是 

从而 


dz 


2m, 


w 


z — a = pe 
dz — pie 1 汐 d 沒， 

d 之 r2lt 


id^ = 2m, 


(1.7) 


2 .几个引理根据连续函数 / U ) 的积分的定义，一般说来，这种积分的数 
值不仅依赖于函数，而且依赖于所取的曲线 C . 设 / U ) 在区域 D 内连续，那么， 
当我们在区域 D 内取两条不同的简单曲线 C 及 q 连接两点 q 及 Z 时，积分 

' / U)dz 及 f / U)dz 的数值一般不同.可是在上段例1中的积分，无论取在连 
J c J c 


接及 Z 的哪一条简单曲线上，所得数值总是相同.因此很自然地提出下列问 
题 :函数 / U ) 应当满足怎样的条件，才能使它的积分也具有这一性质？与实变 
函数的线积分的情形一样，和这个问题相联系的是 :找出 f ( z ) 沿任一条简单闭 
曲线的积分为零的条件.柯西定理回答了这一问题.现在先证明几个引理. 

引理 2.1 设 /( 幻是在单连通区域 D 内的解析函数.设 C 是 D 内一个多 
角形的周界，那么 


f ( z)dz = 0, (2.1) 

J c 

在这里沿 C 的积分是按反时针方向取的 ®. 

证 先对 C 是三角形周界的情形作岀证明,然后证明一般情形. 

(1) (:为一三角形的周界八 
设 

f ( z)dz = M , 

J △ 

我们来证明 M = 0. 

等分给定的三角形的每一边，两两连接这些分点，给定的 
三角形被分成了四个全等的三角形，它们的周界分别是&1， 

△ 2 ， a 3 ， a 4 (图 13) .我们显然有 

f f ( z)dz = + + + ; (2.2) 

Ja 2 J 、 J 、 

这是由于在每一条连接分点的线段上，积分恰好按相反的方向取了两次，因而互 
相抵消.根据(2.2)，沿着周界 △ J 々 = l ，2,3,4) 中至少有一个所取的积分的模 



①由上段中积分的性质(4)，在这里按顺时针方向取积分，结果也是一样- 
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不小于 f . 比如说，假定这个周界是 

f(z)dz 

〆 4 

对于这个三角形周界，和前面一样，把它分成四个全等三角形，其中一个 
的周界满足 

f^ < 2 ) /(z)dz > 繫， 

把这种作法无限制地继续下去.于是我们得到具有周界：△ = △〜， = 
△⑴，△⑵ ，△⑶，…，八 ㈤ ，…的一个三角形序列，其中每一个包含后面一个，而 
且有下列不 等式： 

△ (n) /( z )dz (n = 0,1,2,***)* (2.3) 


用 U 表示周界△的长度，于是周界八 ㈤ 的长度是 _U = 1，2, …）.现估计 
U) f(z)dz 的模.由于三角形序列中每一个包含它后面的全部三角形，而且_ 


— 0 U — + oo )， 可见存在着一点 q 属于序列中所有三角形®.又因 / U ) 在 M 
有导数/(巧），所以任给 e >0,可找到5>0,使得当 zGD 并且0< I z - 別 I 


< 5时， 


f(z) - f(z 0 ) 
z - z 0 


一 /(^ o ) 


< €. 


于是当 zGD ，0< k — z 0 |<S 时， 

l f(z) - f(z 0 ) ^ (z - zo)f / (z 0 )\ < e\z - z 0 \ * ( 2 . 4 ) 

显然，当 n 充分大时，八⑷包含在 U -別 I <3 所确定的圆盘内.因此当 


时，（2.4)成立，而且这时|之—之 0 1<#，从而 

I f(z) - /( z Q ) — U — z 0 )f(z 0 ) I < ^ e. 


其次，由于卜”卢 


= 0,[ =0( 本章第1段例1)，我们有 


^ f(z)dz ^ 


(n) [f(z) - f(z 0 ) - (z - Z 0 )/ (^o)]dz. 


于是当 《 充分大时， 


①证法与数学分析中闭区间套定理相仿. 
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f{z)dz = [f(z) - /(zq) - (z - z^)/(zo)]dz 

△w J 厶⑻ 


< 


U U 


2 n 2 n 


4 n 


比较 (2.3) 及 (2.5)， 我们有 


(2.5) 


M < eU 2 . 

由于 e 可取为任意正数，可见 M -0, 

(2) C 为一多角形的周界 P 用对角线把以 P 为周界 
的多角形分成几个三角形（图14)，就可把沿 P 的积分表为 
沿这些三角形周界的积分 之和： 

* A 

f(z)dz = + + 

J P J ABCA J ACDA J ADEA 

因为这时在每一条对角线上，积分沿彼此相反的方向取了 
两次，所以恰好相互抵消.于是由 （1) 中三角形周界情况， 
可得 



f(z)dz = 0. (2.6) 

J p 


引理 2.1 证完. 

设 P 是 D 中任一条闭合折线，其各段可能彼此相交，由 （2) 中多角形的周界 
的情况，这时仍然有 (2.6). 

现在引 进不定积分或原函数的定义 .设 /( 幻及由 U ) 是区域 D 内确定的函 
数，是 D 内的解析函数，并且在 D 内有 f U ) 二 / U ), 那么函数少 （ z ) 称 
为 / U ) 在区域 D 内的一个或除去可能相差一个常数外，原函 
数是唯一确定的.这就是说，壬定积分或原函数的差是一常数. 
事实上，设步 U ) 及 FU ) 都是 / U ) 在£>内的原函数，我们有 

[0(z) - F(z)J = 4) iz) - 0, 

在这里 0U)=^U)-FU). 于是根据第二章习题二第 3 题，可见在 D 内， 

( p ( z ) = a, 

亦即 ^( 2 :) = F ( z ) + a ，这里 a : 是一^常数. 

设/(幻在区域 D 内解析，那么是否可以断言 /( z ) 在 D 内有原函数？对 
于某些区域 D ， 例如凸区域 D ， 这一问题的答案是肯定的•所谓凸区域 D 就是满 
足下列条件的 区域; 连接 D 中任意两点的线段也包含在 D 内.这就是说， 

Va e D,Vj96 D^{(1 - t)a + t^\t G [0,l]f CD. 
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我 们有： 

引理 2.2 设 / U ) 是在凸区域 D 内的解析函数，那么 /( 幻在 D 内有原 
函数. 

证 取定 aGD •任取 zGD ， 那么连接《及2的线段必然包含在 D 内.令 

F(z) = (z — a) \ / [(1 - t)a + tz]dt ? 

J o 

记作 f /( C ) dC - 于是 F(z) 是在 D 内确定的一个函数. 

J a 

现证明 F 是 f 在 D 内的一个原函数.取抑6 那么连接 及 z 的线段也 

包含在 D 内.考虑顶点是 a 及^的三角形，由引理 2.1, 

FM - F(z 0 ) = f/(?)d^- P°/(?)dr = \ Z f(Vd^ 

a Ja 

其中 

"z rl 

f(z)dz = (z - 之 o) /[(l - t)z 0 + tz]dt. 

J 0 

由上段例1， 

- F(z 0 ) - (z - zo)f(zo) = [/(?) - /( 之 o)]d 「 

^0 

由于 / U ) 在 Z 0 连续，〜>0,3 5>0，使得 

V z € \z\\ z - z 0 \ < 5} n D 9 \f(z) - f(z 0 ) I < e. 

于是 

F(z) - F(z 0 ) —( 之一 z 0 )f(z 0 ) = o( I 2 - 之 ol )( I 之一之 ol -^0), 

从而 3 F ' Uc ) = /( z Q ) .证完 • 

如果在某一区域内连续的复变函数有原函数，那么它沿这区域内曲线的积 
分可以用原函数计算出来，与实变函数积分的情形相 类似： 

引理 2. 3 设 / U ) 是在区域乃内的连续函数，并且在 D 内有原函数 
FU ). 如果 a 及并且 C 是 D 内连接 a 及的一条曲线 ® ，那么 

鬌 

f(z)dz = F(/3)-F(a). (2.7) 

J c 

从这引理可以看出，上列积分的值只与曲线 C 的起点和终点有关，而与曲 
线 C 本身无关. 

证 如果曲线 C 是光滑曲线;2： = z ( t )( a ^ t ^ b ), z ( a ) = cr ，2：(6)=卢，那 
么由（1.40， 


①参看第一章第5段中的规定_ 
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f ( z)dz = F '( z ( t )) z / ( t ) dt . 

J C J a 

因为^'(以£))=矿（ 2 (〖））^(£)，并且因为微积分基本定理对实变数复数值 
函数显然成立，所以 

[ f ( z)dz = F ( z ( t )) - F ( z ( b )) - F ( z ( a )) 

J C a 

= F ( j 3 ) - F ( a ). 

如果曲线 C 是一条分段光滑曲线，那么把积分分成几段计算，然后求和，仍 
然可以得到 （2.7). 

复变函数的曲线积分以及各种形式的柯西定理可以推广到较为一般的曲线 
情形. 

3. 柯西定理 现在可以证明柯西定理，它是下列定理中的第一部分.在这 
定理中，如果 D 是凸区域，那么可由引理 2.2 及 2.3 直接推出结论， 

定理 3.1 设 / U ) 是单连通区域 D 内的解析函数. 

(1) 设 C 是 D 内任一条简单闭曲线，那么 

f ( z)dz =0， (3.1) 

J c 

在这里沿 C 的积分是按反时针方向取的 

(2) 设 C 是在 D 内连接別及 z 两点的任一条简单曲线，那么沿 C 从 q 到 
^的积分的值由 m 及 z 所决定，而不依赖于曲线 C ; 这积分也可记作 

证 先证 (1) .在 C 上任取一点 r ， 可以作出圆盘 u II z-r l<^of 
CD (5 0 >0) .因圆盘是凸区域•由引理 2_2，/( z ) 在内有原函数 F 0 U )- 

由于 C 是一个紧集，可以找到有限个圆盘覆盖 C ; 把它们按反时针方向依 
次排列为/^，心，…，，并且用 FiUhRU ), …， FdU ) 表示 /( z ) 在这 
些圆盘中的原函数.取 ^- cnx 2 nK 3 ,-, 

，这里匕，…，是在 c 上依 

序按反时针方向取的.于是由引理2.3,我们有 

f ( z)dz = 2 /( 

J c ^ x J ^ k+l 

= S[F,(^ + i)"F,(^)] (F„ = F !,^ +1 = 

k = i 


①在这里按顺时针方向取积分，结果也是一样. 
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这里 


仏- 


表示沿 C 从匕到 匕 +1 的弧上的积分，用_表示沿从^到匕 +1 的 




线段上的积分，又由引理2.3,有 


f ( z)dz = Zj _ /(t)dt- 


c 




+1 


因为匕 ^ + = 1,2,…， /I) 构成 D 中一条闭合折线，所以由引理 2.1 后面的说 

明，我们立即得到 (3.1). 

现证 (2) .设 q 是 D 内连接 m 及 z 两点的另一条简单曲线.同 （1) 的证明， 
可在 D 内作出连接 q 及 z、 并与 CRC X 分别内接的两条折线 C* 及 CY ，使得 


/(?) d ? 


c 


叫 c /( ⑽ 


C. 


/U)df 


由引理 2.1 后面的说明. 


c 


/(?) d ? 


c. 


/( ⑽ • 


于是 (2) 得证： 

定理 3.1(1) 也可叙 述为： 

定理 3.1 7 设 C 是一条简单闭曲线.设 / U ) 在以 C 为边界的有界闭区域 
上解析，那么我们有 (3.1). 

应用定理3,1(2)，可以把引理 2.2 推 广为： 

定理 3. 2设 / U ) 是在单连通区域 D 内的解析函数，那么 / U ) 在 D 内有 
原函数. 

证取定^€0.任取2 60.由定理3.1(2)， 

F ( z ) = /( 

J a 

是在 D 内确定的一个函数.取^ >€ D ， 并取与^充分接近.把 

F ( z )- F ( z 0 ) = f/U)d 卜 r°/(C)dC 

^ a ^ a 

中两个积分看作是沿两条简单曲线取的，而其中一条曲线是另一条曲线与连接 
別及 Z 的线段的并集，于是有 


F ( z ) - F ( z 0 ) - (z - zo ) f ( z 0 ) 


[/(?) — /(之0>]化 


这里积分是沿 zo 及 z 的联线取的.与引理2.2的证明中一样，可得3广（別）= 
/Oo) .证 完. 

结合定理 3.2 及引理2.3,可以见到可用原函数求解析函数的积分，但是应 
当注意到只是对单连通区域证明了这一结果. 
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例1 设 D 是不含 a 的一个单连通区域，并且 q 及那么 


p dK 

1 

[ 1 1 1 

（卜 ar - 

1 — m 

L(^ - a) m ~ l (之。-« 产一 U 


其中 m 是不等于1的整数.另外，还设 D 在复平面上沿从《出发的任何射线割 
开而得的区域内，我们有 


r b = ln(z - a) ~ ln(z 0 - a) 9 

其中对数应了解为 Ln(z - a) 在 D 内的一个解析分支在 z 及：^ 的值.以上两积 
分都是沿在 D 内连接&及 z 的任一条简单曲线取的. 

柯西定理 3.1' 可以直接推广到多连通区域的情形.设有 n + 1 条简单闭曲 
线 Co，!^ ，…， C„; 曲线 C x , -,C n 中每一条都在其余曲线的外区域内，而且所 
有这些曲线都在 Co 的内区域内， C Q 以及 Q ， …， C „ 围成一个有界多连通区域 
D，D 及其边界构成一个闭区域 D. 设 /U) 在 D 上解析，那么令 C 表示 D 的全 
部边界，我们有 


J c /U)d, = 0, 


(3.1) 


在这里积分是沿（：按关于区域 D 的正向取的.这就是 
说，沿按反时针方向，沿顺时针方向取 
积分，亦即当点沿着 C 按所选定取积分的方向运动时， 
区域 D 总在它的左侧（图 15) .为了表明求积分的方 


向，我们可把 (3.1) 写成 


f ( z)dz = f ( z)d 


C 


a 


c . 


f ( z)dz + *** + 



f ( z)dz = 0. 
J c — 

n 


(3.2) 


图 15 


以后我们写出的沿区域边界的积分，除了特别声明外，都是按关于区域的正 


向取的. 

为了证明 (3. 2)，把 Co,Cl,-,a 按照轮换的次序用在 D 上互不相交的补 
助简单曲线连接起来，这些曲线上除了端点外，其他点都不在 D 的边界上•如图 
15,我们用线段把连接起来•这时得到两个闭合曲线7: 
amfendcf^ya 及 y 、 abp’cdn 'efm'a • 显然 

M 广 

f ( z)dz = 0, f ( z)dz - 0. (3.3) 

J y J 〆 

把这两等式相加，就得到 (3.1) 及 （3.2) .这是因为在 (3.3) 中，沿 ab.cd 及<上 
相反的方向各取了一次积分，而这样的积分在相加时相互抵消了 •在一般情况 
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下，可用同样的方法作出证明. 
(3.2) 显然又可写成 


V (条 = 


f ( z)dz + + 


J c /U)d ,， 

n 


(3.4) 


这里有关积分都是沿反时针方向取的. 

以后我们写出的沿简单闭曲线的积分，除特别声明外，都是按反时针方向 


取的. 

现在考虑在多连通区域内的不定积分.设/(幻在一个多连通区域 D ( 图 
16) 内解析.在 D 内作连接及 z 的简单曲线.在某两条这样的曲线所围的闭 
区域上， / U ) 可能不解析.这时不能应用柯西定理，而 /( z ) 沿这两条曲线的积 
分可能不相等.假定这两积分确不相等.那么函数 

F { z ) - (3.5) 

之0 

是多值的. 

可是当 Z 属于包含在 D 内的某一单连通区域△时，取曲线如 下:从 M 沿一 
固定的简单曲线到 △ 内一点然后从^沿在 △ 内任一条简单曲线到 t 沿这 
种曲线取积分所得的函数朽幻在 △ 内解析.改 变从％到；^ 的曲线，我们就可 
能得到不同的解析 函数; 它们是厂(：2：)在 △ 内的不同的解析分支. 



图16 



例 2在圆环 Dj〆 十 ㈤ ）内，/“）=丄解析•在 

D 内取定两点別及 q •作连接別及 q 的两条简单曲线 Q 及 C 2 ，如图17.取 
定 Arg 2 ：在 zo 的值为 arg zo .当^沿 Ci 从 zo 连续变动到时，的辐角从 
arg zo 连续变动到 arg 于是当 z 沿 C 2 从別连续变动到^时， z 的辐角从 
arg z 0 连续变动到 arg -2 tc . 


现求 


从而 


同样求得 


2. 柯西公式 


沿 q 的积分.令 （ = .则 

= ^ e dp + ipe lS dd , 

[f 4 ^ + 

J C t b J P J c 】 

=Ini 2：1 I 一 ltil 之 0 j + i(arg zi - arg z 0 ) 
=ln z\ - In zq. 

举二 in 2 ：i - In zq ~ 2m. 



这样，在含 q 的一个单连通区域 A (在 D 内）内，相应于 q 及 C 2 , 多值 


函数 


F(z) 


有两个不同的解析分支 


f ^ 1 1 ^ o/l n . 

y + -^ = In z\ ~ m zq + ^ — 2{k - \ )nx 

(k = 1 ， 2) 

相应于连接 ^ 及^的其他曲线，还可得到 FU ) 在 D 内的其他解析分支 
就是对数函数. 

§2. 柯西公式 


4. 柯西公式设/( 2 )在以圆 C : \ z — zq \ = po(OK pqK + °°)为边界的闭 
圆盘上解析.由柯西定理， / U ) 沿 C 的积分为零.考虑积分 


fW ) 

—\ 

Z ~ z 0 


dz. 


(4.1) 


1 f(z) 


由于被积函数在 C 上连续，积分 J 必然 存在; 但因在上述闭圆盘上不是解 

之一之 0 

析的， J 的值不一定为零.例如由第1段例2,在 / U )= l 时，卜 27 ti . 

现考虑/(幻为一般解析函数情况.作以 q 为心，以/>(0</><外)为半径的 
圆 由（3.4)， 

[ = [ 五 ick. (4.2) 

j c z ~ z o J c Z - Zq 
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挖去以 q 为边界的圆盘，余下的点集是一闭区域巧 .在巧 上，（的函数 /(() 
以及@解析.根据 (3. 4)， 

(“) 

p 

在这里沿 C 的积分是按关于 D 的正向取的，沿 q 的积分是按反时针方向取的. 
结合 (4.6) 及 (4. 3)，我们立即得到 (4.5). 

由 （4.5) 形式地在积分号下求导数，可推测出下列结果. 

定理 4. 2在定理 4.1 的假设下， / U ) 在 D 内有任意阶导数 




n I 

2tciJ 


mi 




(n = 1 ， 2,…，） • 


(4.7) 


证先证明 （4.7) 当4 = 1时成立.设 z + AU 声 0) 是 D 内另•点.只须证 
明，当 A 趋近于0时，下式也趋近于0: 


f(z + A) - f(z) _ J_ 
h 27riJ 


fit) 


L 2mJ 


an . 


c 


^ ~ z — h 


北一 


an 




27 riJ 


h 
h 

2 兀 U C ~ z - h)(^ ~ z) 2 


C 


dr - 


h 


an. 


K - ^ 2niJ c ~ z) 


:叱 


fUldK 


(4.8) 


现在估计 (4.8) 右边的积分.设以 z 为心、以 2 d 为半径的圆盘完全在 D 内， 


并且在这圆盘内取 z + /i 使得0< |/i |<山那么当时， 

\ ^ - z\ d y \ ^ — z - h \ > d • 

设 |/( z )| 在 C 上的一个上界是 M ， 并且设 C 的长度是于是我们有 


JL{ f(OdK 

2 兀 iJ c ~ z - h)(^ ~ z) 2 


< 


h 


2tz 


ML 
d 1 ， 


因此当 h ^ O 时， （4.8) 右边的积分 —0. 

现用数学归纳法完成定理 4, 2 的证明.假定 （4. 7) 当 n 二 k 时成立.取 z 及 
之+办同上，那么 


<k) (z + A) — ^(z )— ( 是十 l)! f fiOdK 

h 2 丌 i J c (( — z ) k+1 


h 


f(K)dK 


kl [ findK 


L27til c z ^ h) k+1 2jriJ c (^ - z ) k+l 


(k + Dir f(r)dc 

2m 」c (f — z) k+2 


k\ 
27 ri/iJ 


c 


“h (k ^-l)(K-z) k h + h 2 Q(\) A _ (h + 1)! 

/ ^ f / o- 、是 +i 2m 


(^-z -h) k+l {^-zy 


f(mt 

k+2 


C ~ z) 
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^- z) k+i 


d^+ hO(l)- 

(4.9) 


由此可以证明，当 / i — 0时， （4. 9) 右边的式子—0,于是（4_ 7) 当 n = k - hl 时成 


立.证完. 

由定理 4.2 可以 证明： 

系 4.1 设函数 / U ) 在区域 D 内解析，那么 / U ) 在 D 内有任意阶 导数. 

证 设 a 是 D 内任一点.作一个以％为心、并且完全在 D 内的闭圆盘, 
对这闭圆盘应用定理4.2,可见 / U ) 在 a 有任意阶导数， 

在数学分析中，我们知道在一个区间内有导数的实变函数 /( i ) 在这区间 
内不一定有二阶导数.但在一个区域内的解析函数却具有系 4.1 所表述的性质. 
这一性质是由柯西公式证明的.复变函数在一区域内有导数是很强的条件，由它 
可逐步推出柯西-黎曼条件、柯西定理、柯西公式及解析函数有任意阶导数. 

现在把定理 4.2 应用到本段开始时讨论的情形.设 /( 幻在以 C ：\ z - z 0 \ 
二作⑴夂作夂 + oo ) 为边界的闭圆盘上解析，那么 

f< n) (zo) = f 1 ] , f ^ Z \ n+l dz U 二0，1，2, …； 0! = 1)， （4.10) 

2tuJc (z - z Q ) n 1 

其中 Cp 是圆 = p (0< p ^ po ). 

令 

M ( p ) = max \ f ( z ) I (0 < /O ^ ^ o )■ (4,11) 

I z ~ z o \ 

由 （4.10) 及 (4.11) 得 

(n = 0，1，2,…； 0! = 1). 


于是我们有下列定理 

定理 4.3 设 / U ) 在以 C : k-zol = 外(0<外< + °°)为边界的闭圆盘上 
解析，那么 

i / n ) ( zo)l O = 0，1，2, …； 0! = 1)， (4.12) 

n ! p n 

其中 M (|0〉 是由 (4,11) 确定的， 

(4,12) 称为茜.这一公式表明，在定理 4. 3的条件下， / U ) 及其各 
阶导数在 z 二別王 可以用 l / U ) l 在心上的最大值来估计 

如果 / U ) 在 C 上解析，那么它就称为一个装例如多项式， e % sin 之及 
cos z 都是整函数.由定理 4.3 可以推出下列重要的刘维尔 定理： 

定理 4.4 有界整函数一定恒等于常数. 
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证 / U ) 是有界整函数，即3从€(0，+ 00)，使得\^€€：，|/(之）丨<]^. Vz 0 
GC , V p ^( 0 , + °°)，/(之)在 | z 1 1 z — q 上解析 • 由(屯 12) ，|/"(之0) l < M / 户. 
令厂 -+ oo , 可见\/^>6€：，/(2 () )=0，从而 / U ) 在 C 上恒等于常数•证完 • 

5. 莫勒拉定理 应用解析函数有任意阶导数，可以证明柯西定理的逆定 
理，即 莫勒拉定理. 

定理 5.1 如果函数 / U ) 在区域 D 内连续，并且对于 D 内 的任一 条简单 
闭曲线 C ， 我们有 

f ( z)dz = 0, (5,1) 

J c 

那么 / U ) 在 D 内解析. 

证 \/巧6£)，作以 zo 为心的圆盘 K 匚 D .在凸区域 K 内， /U) 连续，并且 
对于 K 内任一三角形的周界 C，（5.1) 成立.完全按照引理 2.2 的证法，可以证 
明 /(z) 在 K 内有原函数 FU)， 即 3F'U)=/(z), 于是 FU) 在 K 内解析•由 
系 4.1，/U) 在 K 内，在 m 解析，从而有任意阶导数.由于 m 的任意性，证完， 
从以上证明可以看岀，在定理 5.1 中，关于（5,1)，可以只设它对于 L> 内任 
― '三 角形的周界 C 成立. 



1. 分别计算沿着 (1) 直 线段； (2) 单位圆 （Id = 1) 的左半圆； （3) 单位圆的右半圆的下列 


积分: 


2 . 计算积分 


| z\dz. 


Re zdz , 


在这里 L 分别表示 ：（1) 单位圆(按反时针方向从 1 到 1 取积 分）； （2) 从 q 沿直线段到 z 2 . 

3. 设函数 / U ) 当 Ui 0 |> r 0 (0< r 0 < r ) 时是连续的•令 M ( r ) 表示 l / U ) l 在 U-ql 
= r > r Q 上的最大值，并且假定 

lim rM ( r ) = 0. 

试证明 


lim f(z)dz — 0. 

r 

在这里 K ：^ ■是圆 k —別 丨二 r . 

4. 如果满足上题中条件的函数 /( 幻还在 U - ql > r 0 内解析，那么对任何 r > r 0 , 


f(z)dz = 0. 
J K 

r 


5. 计算积分 
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dz 


r |=2 ^ 


1 _ 


[提示]利用上题的结果. 

6.设 /( W 及在单连通区域 D 内解析， a 及卢是 D 内两点，证明 




f ( z ) g ( z)dz = f ( z ) g ( z ) 


f ( z ) g ( z)dz (分部积分公式）， 


在这里从 cr 到存的积分是沿 D 内连接《 及口 的一条简单曲线取的. 

7. 计算积分 


(1) I 


⑵ 

c Vz 


c 


In zdz , 


在这里用 C 表示单位圆(按反时针方向从1到1取积分），而被积函数分别取为按下列各值 
决定的解析分支： （1)71 = 1 或 Tl : - l ;(2 )ln 1 = 0或 In 1 二 2 jri . 

8. 如果积分路线不经过点±;，那么 

7~~2 二 ~ f " + 灸兀 U =0，±1， ±2，•••）* 

0 1 + 之 4 


9. 证明： 

(1) 

* ( x 2 


J c 

(2) 

.(X 2 


J C 

(3) 

.也 
j c : 2 


iy-Mz | <2， C 为联 - i 到 i 的 线段； 

'< tt ， C 为右半单位圆 I ^丨二 
<2， C 为联 i 到的线段. 


^0： 


10. 设 / U ) 在原点的邻域内连续，那么 

， 2 丌 


lira 


f(re e )d6 = 2tt/(0). 


11. 计算积分 
e 


⑴ 

⑶ 


izi = 1 ^ 


dz ; 


dz 


\ z \ =i 之 2 + 2 

12. 证明 


⑵ 

⑷ 


dz 


lzl -2^ 


2 + 2, 


zdz 


I Z I 


(2 z-f l )( z -2)_ 


if dr 

^TriJ r n 


\n\i ~ 2m] C n\^ ? ? 

在这里 C 是围绕原点的一条简单闭曲线. 

13. 设 

" 、 f 3C 2 + 7C+ 1 ir 

/( 列 IH = 3 卜 - dr ， 

求 /(1 + i ). 

14. 通过计算 


z 


l 2n dz 


(n - 1，2,…）， 


证明 


z 


z 
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^cos 2n 0d^ = 2 tt ■ 1 ' 3 * 5 
0 


to ♦ • • 辱 


(2n ~ 1 ) 


2*4*6 


2 n 


15. 如果在 UI <1 内， / U ) 解析，并且 

I /(^) I < 


z 


证明 


I I <(打斗 1)!(1 十 j) <e(n + l)!(« = 1 ， 2，〜). 


[提示]考虑 ^ 在上的积分. 

2T n 丄 Tl "T 1 

16 -如果 /*( z ) 在丨2 - zo I > ^。内解析，并且 lim zf ( z )~ A 9 那么对任何正数 r > r * o ， 

: —TO 

试 /U)d 「 A ， 

r 

在这里 ic 是圆 U-al = r , 积分是按反时针方向取的. 

本题是关于含无穷远点的区域的柯西定理. 

17. 如果函数 / U ) 在简单闭曲线 C 的外区域 D 内及 C 上每一点解析.并且 

lim /(之） 二 a ， 

那么 


丄 f Iixl dt： = j 一 / U ) + a (当 zGD 时）， 

2 mi c i ；- z I a (当之 G C 的内区域时）， 


这里沿 C 的积分是按反时针方向取的. 


本题是关于含无穷远点的区域的柯西公式. 


[提示]应用柯西公式证明. 


18. 设/(幻在单连通区域 D 内解析，并且不等于零.那么 
⑴ 3 g ( z ) 在 D 内解析，使得 g u ) = / U ) ; 

(2) 对于整数 g >2, 3/ 2 U ) 在 D 内解析，使得 UU)P = / U ). 

[提示]设发“)是 / U )// U ) 在 D 内的原函数，考虑 

19, 设尸 U ) 是一个《(>1)次多项式，并且 PU ) 二0的根全部在区域 D 内，在这里 D 


的边界是一条简单闭曲线 c . 设 / U ) 在 D 上解析、 

⑴令 

丄 f fill P ( t ) - P ( z ) 
2 mJ r P ( t ) t — Z 


R ( z ) 


Q(z) 


2kij 


C P (0 
fit ) dt 
c P (^) t - z 


At (z ^ D ), 


(z e d). 


证明是次数不超过 n - 1 的一个 多项式，并且 Q ( d 在 D 内解析. 


(2) 证明 VzGD ， 


f(z ) 二 P(z)Q(z)^R(z). 

如果在 D 内解析的函数0 〆 ^)及次数不超过 w - 1的多项式 i ^( z ) 满足 

f { z ) = P { z ) Q \( z ) + Ri ( z ) ， 


那么 


Q(2) = Q!(2：), JR(z)=Rl(^). 
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§ 1 * 级数和序列的基本性质 

1. 复数项级数和复数序列 与研究实变函数时一样，级数和序列是研究复 
变函数的重要工具•在本节中，我们研究级数和序列的基本性质.包括解析函数 
项级数和序列及幂级数的基本性质.现在先从复数序列开始. 

复数序列就是 

= ^1 + 〜， Z2 二 a 2 + ’ ib 2 r "， z n 二 + ib n ，“- ， 

在这里 & 是复数， a„=Re z n 9 b n ^lm ^ ;我们把这一序列简单地记作丨 . 显 
然这一序列与两个实数序列及相对应.按照丨!是有界或无界序 
列 , UJ 分别称为有界序列或无界序列. 

设 zo 是一个复常数. 如果任给 e >0, 可以找到一个正整数 N ， 使得当 n > 
iV 时， 

\ z n - z 0 \ < e , 

那么我们说 U „ 1 收敛或有极限 M ， 或者说 UJ 是收敛序列，并且收敛于 ^ ， 记作 

lim = z 0 . (1.1) 

n 一 00 

如果序列不收敛，则称发散，或者说它是发散序列. 

令 = a +沾，其中 a 及6是实数.由不等式 

\ a n — a I 及 I — 6 1^1 z n ~ zq I ^ I a n - a i + I b n — b \ 

容易看出， （1.1) 与下列两极限式 等价： 

lim a n — a j lim b n ~ b 9 (1.2) 

»+oo 対一 CO 

这就是说 ，序列 UJ 收敛 (于以） 的必要与充分条件是 :序列 收敛 （于 a ) 以 

及序列 彳~| 收敛 (于 6). 

复数序列也可解释为复平面上的点列.于是点列或者说有极 
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的定义可以叙述为 :任给 m 的一个邻域，相应地可找到一个正整数 n ， 

攀 譬 

使得当 n > N 时，在这个邻域内. 

关于两个实数序列相应项之和、差、积、商所成序列的极限的结果，不难推广 
到复数序列. 

复数项级数就是 

之1 + 之2 + ••• + 之/1 + •••， (1-3) 

或记作或 D &， 其中&是复数.与这级数相对应，如果部分和序列 

n — l 

〜= 之1 + 之2 + ••• + (1-4) 
收敛，那么我们说级数 （1.3) 收敛； 如果序列 （1.4) 的极限是〃，那么我们说级数 
(1.3) 的和是 < j ， 或者说级数 (1.3) 收敛于 a , 记作 

+ oo 

= 1 

如果序列 （1.4) 发散，那么我们说级数 (1.3) 发散. 

相反地，对应于复数序列，可作一复数项级数 

Zi + (z 2 - Zi) + ( 之 3 — 之 2) 十 … 十 (' — 之 n-l) 十 … (L 5 ) 

序列 U „ 丨收敛或发散依照级数 (1.5) 收敛或发散而定.于是任给一复数序列或复 
数项级数，一定有一相应的复数项级数或复数序列，它们的收敛或发散性质相 
同 .一 般说来，复数项级数及复数序列有相应的性质. 

按照 e - N 说法，级数 (1.3) 收敛于 M 的定义可叙述为 :任给 e >0, 可以找 

到一个正整数 N ， 使得当 n > N 时， 

71 

S ^ _ ^0 < S • 

k^l 

+ OQ 

根据收敛级数的定义，可以立即推 出：如 果级数收敛， 那么 

n = 1 

lim z n = lim (<r tt — l) — 0. 

«-►+«> n _ K+oO 

令 二 Re 人 =Im ， a = Re a ， 6 = Im a • 我们有 

n n 

a n 二 Yj^k + iS b k , 

k ~\ *=i 

根据关于序列的结果不难看出 ：级数 (1.3) 收敛 (于 a ) 的必要与充分条件是级数 
f & 收敛 (于 《) 以及级数 ft 收敛 (于 M . 

H 关于实数项级数的一些结果，也可以不加改变地推广到复数项级数•例如 g 
西收敛原理就可推广到复数项级数的 情形： 
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级数 （1.3) 收敛的必要与充分条件是 :任给 e >0, 可以找到_个正整数 
0,使得当77>〜，/> = 1，2,3广_时， 

I ^n + l + '+2 + …+ 之 n + fi I < 芑 . 

关于复数序列的柯西收敛原理 如下： 

序列 UJ 收敛 的丞妻 桌件是 :任给 e >0, 可以找到一个正整数 iV > 
0,使得当 m 及 n 〉 iV 时， 

I ; 一 & I < 

上述原理可从关于2‘与及关于 U J 与彳1的相应结果推出. 

对于复数项级数（1.3)，我们引进绝对收敛的概念.如果级数 

I q 丨 + I Z2 丨 +…+ I 之 „ 丨 +… （ 1-6) 

收敛，那么级数 (1.3) 称为 

由此可见，要判断级数 (1.3) 的绝对收敛性，只须判断正项级数 (1.6) 的收敛 
性.因此正项级数的一切收敛性判别法，都可用来判断复数项级数的绝对收 
敛性. 

由于 

n n n n 

S 丨❼丨及 S I 〜 l<S I ^ I - S Val + b\ 

k-\ jb = l k = l i = 1 

n n 

< S I I + S I 〜丨， 

i = 1 是 = 1 

+ oo +oo 

可 见级数 （1.3) 绝对收敛的必要及充分条件是 :级数 绝对收敛. 

k=i k=i 

于是可以推岀 ，如果级数 （1.3) 绝对收敛，那么它一定收敛 •这是因为这时 

级数及 S 〜收敛. 

*二1 

例 当 | a |〈 l 时 ， l + a + a 2 + … + a n + …绝对收敛;并且由于 

1 + a + a 2 + …+ a n 二 ^--- ， Hm a n+l — 0. 

1 ~ a + 00 

我们 有：当 | a |< l 时， 

- r -^ —二 1 十 a + a 2 + …+ + •••- 

1 — a 

对于两个绝对收敛的复数项级数，也可作乘积•我们有： 

如果复数项级数£ <及§ <绝对收敛，并且它们的和分别是 〆 及/，那 

n = 1 « = 1 

么级数 

S Z Wn-l 十…+ ^ W \) (1-7) 
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也绝对收敛，并且它的和是 

级数 （1.7) 称为级数 f 4及 f 4的柯西乘积.这一结果的证明与实数项 

n=l n—\ 

级数的情形相同，现证明 如下： 


f OO -(- oo 

由于乏]4及绝对收敛，存在着正数 M ， 使得对任何正整数々， 

n — \ « = 1 

I 2 ： 1 I + I Z; I + … + I 丨 < Al ， 

I Z \\ + \ 2 ：S I + …十 I Z k I < M . 

其次任给 e >0, 存在着 N >0, 使得对任何整数 6> iV 及任何正整数/>， 

I z' k + i + + …+ ^k + p l< 

I Zk +X +之1+2 +…十 ^ k + p 丨< 匕 

在 （1.9) 中令夕 — 00 ，可见当 k > N 时， 


( 1 - 8 ) 


(1-9) 


a 


公 z: < e ， a - 2 < e . 


把级数 （1.7) 前 m 项的部分和记，于是 


(1义） 


[m/2] [m/2] 

S m - 2 S = z \ (^[ W 2] + l + Z ’[ m /2]+2 十 •__ + ^ m ) 

n 二 1 n~ 1 

+ ^2 (^i m /2] + l + 之 '[™/2]+2 + ••• 十 z m~l ) 

+ •_. + Z:' 之 i>/2] + l 

+ ( z [ m j 2 ]^\ + 2^ m /2]+2 + •_• + 

+ ^2 (^[ m /2] + l + 之 " [ 故 /2]+2 + ••• + ^m-1 ) 

+ "• + Z 、 Z ^[ m /2] + l 9 

其中 [ m /2] 表不不超过 m /2 的最大整数.当 m 为奇数时， m 〗 = [ m /2]; 当 / w 为 
偶数时，沉 i = [ m /2] — 1.由 （1.8) 及（1,9)，当 m >2 N + 2 时， 


[ m /2] [ w /2] 

S m - 2 S ^ < ( I 2：1 I + ! Z2 I + 


I I ) £ 


+ ( I z ; 丨 + 丨 z 士 I + … + I 2 ： 二 I )e < 2 Me 


于是由上式及 （1.8) 与 （1.9')， 当 m >2 iV + 2 时， 

( [m/2] [ 7«/2] 

1 S m - a a l< 


- 2 2 ：^ S 


[m/2] [ m/2] 

/ f/ t t 

》」 之 n 7 ^ n CT ^ 


<2 Me 十 


[m/2] [m/2] 

S 2 


a 
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. [W2] 

+ I a' \ \ ^ 

71 — 1 

<2Me + Me + Me = 4Me. 

因此 lim S w = 〆〆 '， 证完， 

2. 复变函数项级数和复变函数序列设丨 U = l ，2, …）在复平面点 
集£:上有定义，那么 

fi ( z ) + / 2 ( r ) + …+ AU ) + … （2.1) 

是在£：上的复变函数项级数，记作 f /„( z ) 或刃 /„( z ), 设函数 / U ) 在£上 

rt = 1 

有定义，如果在£:上每一点级数 (2.1) 收敛(于 / U ))， 那么我们说级数(2，1) 
在£上收敛(于 / U ))， 或者说这级数有和函数 / U ) ， 记作 

+ oo 

S/«(^) = /( 之 )* 
n = l 

l / l ( Z ) ，/2(之），…，/« (之），…丨 （2- l ') 

是£上的复变函数序列，记作 i /„ U ) U +3 或设函数9>(幻在£上有定 
义.如果在£上每一点 Z ， 序列 (2.0 收敛(于 以幻） ，那么我们说序列 (2. r ) 收 
敛(于 p ( z ))， 或者说这序列有极限函数 pU )， 记作 

lim^/^Cz) = <p{z). 

我们不难按照 e - iV 说法叙述级数 （2.1) 及序列 （2.0 在£上收敛的 
定义. 

如果任给6>0,可以找到一个与 e 有关，而与^无关的正整数 N = iV ( e )， 
使得当 w > N ， zGE 时， 

| - f(z)\< e (2.2) 

A 二 1 

或 

I fn(z) - <p(z) I < e, (2.2’) 

那么我们说级数 (2，1) 或序列(2.0在 £ 上(于 / U ) 或 < pM) t 

与实变函数项级数和序列的情形一样出关于级数 （2.1) 和序列 
(2. n 的柯西--致收敛原理 • 

级数 (2.1) 或序列 (2. 10在£:上一致收敛的必要与充分条件是，任给£>0, 
可以找到一个与 e 有关、而与 z 无关的正整数 N = NU )， 使得当 zeE ， n > N ， 
户 =1 ， 2,… 时， 

I 九 + 1(之）+ / n +2( 之）十…+ I < ^ 

或 
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I f n +p(Z) - f n (Z) 丨 < £• 

由此可以立即推出级数 (2.1) 的一致收敛性的一种常用的判别法 ——魏尔 

斯特拉斯判 别法： 

设 AU)(n = l ，2,3, …)在复平面点集£：上有定义，并且设 

是一收敛的正项级数.设在£:上， 

1 fn (^) \^ ci n (n = 1，2,3,…）， 

那么级数(2.1)在£：上一致收敛. 

与实变函数项级数的情形一样，不难证明下列 定理： 

定理 2.1 设复平面点集 E 表示区域、闭区域或简单曲线 .设 / W U ) 在集 E 
上连续卜^^丄…久并且级数^⑴或序列^^在五上一致收敛于/^) 
或 9 U )， 那么 / U ) 或 pU ) 在£上连续. 

定理 2*2 设 = 1,2,3,…)在简单曲线 C 上连续，并且级数 (2.1) 
或序列 (2.0 在 C 上一致收敛于 / U ) 或以 z )， 那么 

-f- OO f ^ 

或 

lim f n (z)dz — <p(z)dz . 

C J C 

在研究复变函数项级数和序列逐项求导数的问题时，我们考虑解析函数项 
级数和序列.在这里要应用莫勒拉定理及柯西公式来研究和函数与极限函数的 
解析性及其导数的求法. 

在讲述主要定理以前，先引进一个新的定义. 设函数 /« U )( n = l ，2,3, …） 

在 C 上区域 D 内解析.如果级数 （2.1) 或序列 （2， r ) 在 D 内任一有界闭区域 
(或在一紧集)上一致收敛于函数 / U ) 或 pU )， 那么我们说级数 (2.1) 或序列 
(2.1')在1)中内闭(或内紧)一致收敢于/(^)或 < p { z ) • 

我们有下列重要的 魏尔斯特拉斯 定理： 

定理 2.3 设函数 /„( z )(« = 1，2,3,…）在区域 D 内解析，并且级数 


g /„ u ) 或序列在 D 中内闭一致收敛于函数 / U ) 或 pU )， 那么/(幻 
ipU ) 在 D 内解析，并且在 D 内， 

« = 1 

或 

<p^ k) (z) = Um/^)(z) (左二 1 ， 2,3，"-). 

证先证明 / U ) 在 D 内任一点別解析，取巧的一个邻域 t /， 使其包含在 
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D 内.在 L 7 内任作一条简单闭曲线 C 由定理 2.2 以及柯西定理， 

广 f OO 广 

f(z)dz = 2 /„( 之 ) 心 = 0 . 

^ c ri : i」 c 

因为根据莫勒拉定理，可见/(幻在 L ； 内解析.再由于 m 是 D 内任一点，因此 
/ U ) 在 D 内解析， 

其次，设 U 的边界即圆 K 也在区域 D 内.于是 

^ fn ( z ) 

台 u - w +1 

对于 zGK —致收敛于 7 __ 八 由定理 2.2, 我们有 

(Z _ 2： 0 ) 


亦即 


AT 

27 riJ k 



f ( z ) 

- 


dz 


k ! f fn(^) I 

白 27Tij K U- W + l 加 


/ ^ Uo ) = YjA ^(^o)(k = 1，2,3, …). 

r ? = 1 

由此完成定理中关于级数部分的证明.关于序列部分的证明可完全类似地作出. 
我们注意到定理 2.3 中的假设比数学分析中的相应定理简单一些. 

3. 幂级数 在本段中，我们研究一类特别的解析函数项级数即幂级数. 

+ OQ 

(之— Z 0 ) n ^ a 0 + a r (z - z 0 ) + a 2 (z - 之 0 ) 2 + … 

n = 0 

+ a n (z - z 0 ) n + (3.1) 

其中 z 是复变数，系数&是任何复常数.这类级数在复变函数论中有特殊重要 
的意义 .一 方面，在本段中我们要证明，一般幂级数在一定的区域内收敛于一解 
析 函数; 另一方面，在下节中我们还要证明，在一点解析的函数在这点的一个邻 
域内可以用幂级数表示出来，幂级数不仅是研究解析函数的一个重要工具，而且 
在实际计算中应用起来也比较方便. 

首先研究级数 (3.1) 的收敛性.为此，我们先引进下 列阿贝尔第一 定理： 

定理 3.1 如果幂级数 （3.1) 在 q (乒; r Q ) 收敛，那么对满足 U - ^ 0 1 < 

\ Zq \ 的任何 Z ， （3.1) 不仅收敢，而且绝对收敛 • 

证 由于级数(3，1)在 q 收敛，所以有 

lim a n (zi - zo) n = 0_ 

矜一 ►+ oo 

因此存在着有限常数 M ， 使得 |〜 
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的收敛半径的问题归结为求 (3.2) 的收敛半径的问题.数学分析中已经讲述过， 
在常见的情况下， （3.2) 的收敛半径可以用以下达朗贝尔法则 (1) 或柯西法则 (2) 


求出； 在一般情况下，则可用柯西-阿达马公式 （3) 求出.由求 （3.2) 的收敛半径 


的公式，可立即 推出： 

定理 3.3 如果下列条件之一 成立: 


( 1 ) 


/ = lim 




(3.3) 


⑵ 


l = lim ^ \ a ~\ ， 

►+ oo 


(3.4) 


(3) l = lim 1 a„— 1 ， (3.5) 

n ^+°° 

那么当 o </< + oo 时，级数 （3」） 的收敛半径 R = f ; 当 /= 0时，只= 


+ °0;当/ = + o ° 时， i ?=0. 

公式 (3.5) 适用于任何幂级数 (3.1). 

现证明 (3.5) .为此，先引进实数序列的上极限的概念：已给实数序列 
数1^(-00，+ ^ 1 )满足下列条件:任给 £ > 0 ，（1)至多有有限个 a „> L - H e ；(2) 
有无穷个 a n > L-e ，那么说序列 U n 1的上极限是 L ，记作 

lim a n = L . 

如果任给 M >0, 有无穷个 a „> M ， 那么说的上极限是十⑺，记作 

lim a n = + oo • 

如果任给 Af >0, 至多有有限个 a „>- Af ， 那么说的上极限（亦即极 
限)是一 00 ，记作 

lim a n ~ ~ 00 ，亦即 lim a n — ~ 00 

n 一 ^+00 轉 _^+oo 

(3.5)的证明如下:设0</< + ^.任取定/，使得 | 〆 -% 丨 <1". 可找到 
s >0, 使得 I〆 -^)|< l /( Z +2 e ). 又由上极限的定义，存在着 N >0, 使得当《> 


N 时， 


TT^Tl < z + s ， 


从而 

I A II 〆 - 之 0 r < [(/ + e)Kl +2e)] n . 

因此级数(3.1)在^ =/时绝对收敛，由于^的任意性，可见级数在 k - ^1 < 
111 内绝对收敛. 

另一方面，任取定/，使得 U &丨>1/厂可找到£€(0，"2)，使得| 〆 - 


^ 0 1 >1/( / _2 e ). 又由上极限的定义，有无 穷个〜 满足>/ - e ， 即满足 

I a n II ^ - z 0 l M > [(/ - €)/( / - 2e)] n > 1. 
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因此级数 (3.1) 在 z = ，发散 ，从而在内发散. 
在/=0或+00时，可类似地证明(3.5). 

幂级数 (3.1) 的和是在收敛圆盘内有定义的一个函数，称为我们要 
证明它在收敛圆盘内是一个解析函数. 

定理 3.4 设幂级数 (3.1) 有收敛圆盘 |z-z 0 |<i?. 那么在 U-zolCR 
内，它内闭一致 收敛; 它的和函数 

f(z) = a 0 十 ai(z — zq) 十 a 2 ( 之 — 5 ： o) 2 + … 

+ a n (z - 之 o” + … （ 3.6) 

解析，并且 

/ (n} (s：) = nla n + (!-r!l).!a„ +1 (2 一 z 0 ) + … 

(n 二 1，2,3, …)- (3,7) 

证 现证明 （3.1) 在收敛圆盘 k - ql < i ? 内内闭…致收敛.设£是这圆 
盘内任一紧集.于是存在着 rG (0， i ?)， 使得£包含在闭圆盘 U - Mf < r 内.于 
是当时， 

I a n (z - z 0 ) n 1^1 a n \ r n . 

因 S | ajr n 收敛，所以(3.1)在£：上一致收敛.级数 （3.1) 在收敛圆盘内的内闭 
一致收敛性得证.本定理其余部分可由魏尔斯特拉斯定理23导出. 

幂级数在收敛圆（即收敛圆盘的边界）上可能收敛，也可能发散，而且在其上 
一 点收敛或发散，与和函数是否可以扩充成为在该点解析的函数无关.现举例 
如下： 

例 1级数 



z 


1 + Z + z 2 + ••• + 之 71 + ••* 


的收敛半径是 1. 

与实数项级数情形一样，不难看出，复数项级数收敛的一个必要条件也是一 
般项趋近于零.由于在 UI 上任一点，上列级数的一般项不趋近于零.可见这 
级数在其收敛圆上处处发散.但是它的和函数除在2=1外，处处解析. 


例2级数 


的收敛半径是 1. 

在收敛圆 M =1 上， 


S(-d w+1 

n-\ 


Z 


n +1 


n(n + 1) 


(-l) w+l 


z 


n + l 


n(n + 1) 


1 

n(n + l) 
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m 撇 2 收敛. ■^肚 痛雛社紐 ㈣ . 

由下面§2第4段，例2及定理 2. 2,上列幂级数的和函数是 

[ ln(l + 〔) d 以 In 1 = 0). 

它在 kl = l 上，除去 2 = -1 夕卜，处处解析. 


§2.泰勒展式 


4. 解析函数的泰勒展式 在上一节中，我们已经讲到幂级数的和函数在收 
敛圆盘内解析，现在我们 证明： 

定理 4.1 设函数 /( z ) 在圆盘 U ：\ z - z 0 \<R 内解析，那么在 LT 内. 

/“) 二 f( z o) - zo) + ^21°^ ^ z - 之 。) 2 + … 

+^ 广 ) (: 一之 0)” 十…. (4.1) 

证 设 zGU •以 巧为心 ，在 1/ 内作一圆 C ， 使 z 属于其内区域（图 19) .我 

们有 


由于当时， 


z- ZQ 

(一之0 


f(z) 


<7<1， 


2 jriJ 


/( C ) 

c ^ - Z 


dC- 


(4,2) 



上式右边的级数当 （ ec 时一致收敛. 


把 (4.3) 代人 (4. 2)，然后逐项积分，就得到 

f(.z) - a 0 + ai(z - z 0 ) + "- + a n (z - z 0 ) n + ■•- , ( 4 . 4 ) 

其中 


if /a ) 卜 /”)u 0 ) 

"一 2ld ^ ( 卜 印广 + 1 卜 n\ 


(4*5) 


§2 .泰勒展式 
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(n - 0，1，2,…;0!二 1). 

由于2是 U 内任一点，定理证完. 

显然幂级数 (4.1) 的收敛半径大于或等于 i ?. 

结合定理 3*4 及定理4,1，就可 推出： 

定理 4.2 函数 / U ) 在一点❽解析的必要与充分条件是 :它在 的某一 
邻域内有幂级数展式 (3.6). 


在定理 4.1 中， / U ) 在 J 7 数展式 (4.1) 称为/(幻在 z = 或在 

U 内的另一方面， 申定理 3.4 可立即 推得： 

系 iTPik 数 (3.1) 是它的和函数 / u ) 在收敢圆盘内的泰勒展式，亦即 






1，2,3,…乂 


由此 可得： 

系 4.2 在定理 4.1 中，幂级数的和函数 /( 幻在 U 内不可能有另一种形如 
(4.4) 的幂级数展式. 

这一性质称为解析函数的幂级数展式的唯一性， 

有时我们把幂级数称为 

我们不难作出一些初等函数的泰勒展式，它们的形状与实变数的情形相同. 
例1求 e^,cos z 及 sin z 在 z 二0的泰勒展式. 

由 （4.1) 可立即 推出： 

«y2 n 

〆 =1 +之+訂+…+ +…， (4,6) 


fl + f ； 


z 3 z 1 

sinz - z - 3T +^ y-yy 


(4.7) 

(4.8) 


这三个级数都在整个复平面上收敛，因此这三个式子在复平面上成立. 

我们知道，在复平面上以某些射线为割线而得的区域内，对数函数和一般幂 
函数可以分成解析分支.因此在已给区域中任一圆盘内，可以作出这些分支的泰 


勒展式. 

例 2求 Ln ( l 十幻的下列解析分支在的泰勒展式： 

ln(l + 2：) — In I 1 + 2 ： I + iarg( 1+2：) 

(— < arg(l + jz ：) < 7t). 

已给分支在 z = 0 的值为0,它在 z =0 的一阶导数为1，二阶导数为 -1 ， …， n 
阶导数为 — 1)丨，…，因此它在或在 kl < l 内的泰勒展 式是： 

ln(l+z ) 二 z — 专 +t -+ ( - I) 71 " 1 - + •*-, (4-9) 

2 3 n 
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我们也可直接算出幂级数 (4.9) 的收敛半径是 1. 

例3求 (1 + z) a 的下列解析分支在 z =0 的泰勒展式（这里 a 不是整 数）： 

e aUl + z) (\n 1 = 0). 

已给分支在 z =0 的值是1，它在2=0的一阶导数是 a ,二阶导数是 a (a - 
1) ，…， w 阶导数是 a (a - l )‘"（ a-w + l ) ，…， 因此已给分支在2： = 0或 | 2； | < 1 
内的泰勒展 式是： 


这里 


e ain ( l ^) = 1 + az + ⑴ ^+…+ ㈡ /十…， 


a(a — 1 ). (a — n + 1 

1 • 2 . n 


(4,10) 


我们也可直接算出幂级数 (4.10) 的收敛半径是 1. 

(4.10) 也适用于 a 是整数的情形.这里 （1+ 是解析函 数：当 a 是正整数 
时， （4.10) 中的级数化为多 项式； 当 a 是负整数时 ，（4.10) 中级数的收敛半径也 
是 1. 

(4.10) 是二项式定理的推广. 

对 (4.6) — (4.10) 进行幂级数的运算，可以推出另外一些初等函数的泰勒 
展式. 

例 4 函数 sec 2 在 M 内解析，求它在这圆盘内的泰勒展式. 

设在 | 2 ： | 内 ， sec Z 有泰勒展式 


2 ： = C() + C\Z + C 2 Z + + C n Z n + * * - , 


可是在 | z |<| 内， 


sec z 


卜 H 


因此在 UI 内， 


1 二 (c 0 ^CiZ + c 2 z 2 ^-- + c n z n + _ f[ + 4 [- )： 

把上式的右边用级数的乘法算出，并且与左边比较系数，就可求出 c n (n 


Z 2 , z 4 


0，1，2,…）.不难验证，用比较系数法求岀 c „ ，与用级数 1-+ + …直接除1 

所得的结果相同，除的法则恰如已给级数是按升幂排列的多项式那样.计算后即 
得 (在 | 2： | 内)： 
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5. 零点 设函数 / U ) 在&的邻域 L ； 内解析，并且 / U Q )=0, 那么 a 称 
为 / U ) 的雙座.设 / U ) 在 [/ 内的泰勒展 式是： 

/(^) = 0 ^( 2 ： — Zq ) + a 2 (z - z 0 ) 2 十…十 a n (z - z 0 ) n + •••_ 

现在可能有下列两种情形： 

(1) 如果当 n = l ，2,3, …时，〜=0,那么 /( z ) 在 U 内恒等于零. 

(2) 如果 q ，％，％ ，…不全为零，并且对于正整数饥，〜乒0,而对于 n < 
m ， a n = 0,那么我们说 zo 是/(之）在 w 阶零点_按照 w 二1,或 m >1，我们也说 
2： 0 是/(2：)的单零点或 W 重或 7 W 阶零点. 

如果 zo 是解析函数 /( 幻 的一个 m 阶零点，那 么显 然在&的一个邻域 
1/内 

f(z) = (z - z 0 ) m cp{z) ,^>(zq) 7^ 0 , ( 5 , 1 ) 

其中 < p ( z ) 在 U 内解析，由 （5.1)， 可以找到一个 正数％ 使得当 0< k - zol<e 
时 4( z ) 乒0.于是 / u )#0 .换句话说，存在着 z Q 的一个邻域，其中 q 是 f ( z ) 
的唯一零点. 

结合上述结果，我 们有： 

定理 5.1 设函数/(2)在 q 解析，并且 q 是它的一个零点，那么或者 
/ U ) 在 q 的一个邻域内恒等于零,或者存在着叫的一个邻域，在其中 q 是 
/ U ) 的唯一零点. 

上述定理所阐明的后一性质称为 

6. 解析函数的唯一性 我们知道导数或偏导数的单实变或多 
实变函数在它的定义范围内某一部分的函数值，完全不能断定同一函数在其他 
部分的函数值.解析函数的情形和这不 同：已 知某一解析函数在它的定义区域内 
某些部分的值，同一函数在这区域内其他部分的值就可完全确定. 

现证明下列 引理： 

引理 6.1 设 / U ) 是在区域 D 内的解析函数.如果 /( 幻在 D 内的一个圆 
盘内恒等于零，那么 /(z) 在 D 内恒等于零. 

证 设在 D 内一个以 m 为心的圆盘 K 0 内，/ (^)=0. 我们只须证明在 iC 0 

以外任一点^€1)，/(/) = 0.用在1)内的折线 L 连接 z 0 及/，存在着一个正 
数沒，使得 L 上任一点与区域 D 的边界上任一点的距离大于•在 L 上依次取 
qq ， s ：2 ，…， & - i ， ' = 〆 ，使 =16 Ko ，而其他任意相邻两点间的距离小于<5; 


①我们不证明看来比较直观的这一结果，请参看数学分析教本. 
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作每一*点$的谷邻域 Kj (/ 二1，2，〜，?1)(图 20) * 显 
然，当 j < n 时，~ + 1 6巧匚 

由于 / U ) 在 Ko 内恒等于零，/«)(；^)二 0 (n 
= 0，1，2,…）.于是 / U ) 在&内泰勒展式的系数 
都是零，从而 /( Z ) 在内恒等于零.一般地，已经 
证明了 1) 内恒等于零，就可推出 
它在 iC y + 1 内恒等于零，而最后就得到/( 〆 ）=()，引 
理得证. 

结合引理 6.1 及定理5.1，可以立即推出关于 
零点的一个重要 结果： 

定理 6.1 如果 / U ) 在区域 D 内解析，并且不 
恒等于零，那么 / U ) 的每个零点 z G 有一邻域，在其中別是 / U ) 的唯一零点， 

这一定理是定理 5.1 的推广. 

解析函数的唯一性定理 可叙述 如下： 

定理 6.2 设函数 / U ) 及尽（幻在区域 D 内解析.设 q 是 D 内彼此不同 
的点 U = l ，2,3, …），并且点列 Ud 在 D 内有极限点.如果 = = 

1，2,…），那么在 D 内， / U ) = gU ). 

证 假定这一定理的结论不成立，亦即在 D 内，解析函数 F ( z ) = f ( z )- 
g ( z ) 不恒等于零•显然刊2^)=0以=1，2,3^").设％是点列丨；^丨在 D 内的 
极限点•由于 FU ) 在％连续，可见 FUo ) 二0.可是这时找不到 q 的一个邻 
域，在其中別是 FU ) 的唯一零点，与定理 6.1 中的结论相矛盾.定理 6.2 得证. 

例 1在复平面上解析、在实轴上等于 sin I 的函数只可能是 sin z . 

设函数 /( W 在复平面上解析，并且在实轴上等于 sin x ，那么在复平面上解 
析的函数 f ( z )- sinz 在实轴上等于零，因而由定理 6. 2,在复平面上， / U )- 
sin z = 0，亦即 /( 2 ： ) = sin z . 

我们注意，在第3段例1及例2中，有关幂级数的和函数在其收敛圆上某些 
点处解析•由定理 6. 2,对于这两例，都不存在另一解析函数，在收敛圆内与和函 
数恒等，而在收敛圆上和函数为解析的点的邻域内，与它不恒等. 

例2 是否存在着在原点解析的函数 / U ) 满足下列 条件： 

⑵/(士):5， 

其中71 =1，2,3,…. 



图20 
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考虑 (1) .由于及法丨 U = l ，2,3, …)都以0为聚点，由定理6.2, 

f ( z ) = z 是在原点解析并满足= 4 的唯一 函数; 但这函数不满足条件 

/(^^>0(« = 1，2,3,…） .因此在原点解析并满足 （1) 中条件的函数不 
存在. 

其次考虑 (2) •我 们有 f ⑸二 由定理 6.2，/ U ) = 1 ^是在原点 
解析并满足条件 (2) 的唯一函数. 


§ 3.洛朗展式 


7. 解析函数的洛朗展式 在本节中，我们讲述解析函数的另一种重要的级 
数展式，即在圆环内解析函数的一种级数展式.首先考虑级数 

A ) + ^- l( z ~ 之0) 一 1 + 择 —2( 之- 之0) 一 2 + …+ 

5：0)一” + …， (7.1) 

在这里 zo , 汍，/^^…^-^…是复常数-级数”^可以看作变数^^的幂 

级数; 设这幂级数的收敛半径是 i?. 如果 0 <J?< +00, 那么不难看出，级数 

(7.1) 在 | ；2： - 2。 | •内绝对收敛并且内闭一致收敛，在丨 Z ~ Zq \ < ★■内发散.同 

样，如果+ 00 ,那么级数 (7.1) 在 -zol >0内绝对收敛并且内闭一致收 
敛.如果只=0,那么级数 (7.1) 在每一点发散.在上列情形下，级数 (7.1) 在2二 

Z 0 没有意义.于是根据定理2.3，按照不同情形，级数(7，1)分别在|2-^)| >女 

= R t (0< R < -h oo ) 及 U -^ 0 1>0内收敛于一解析函数. 

更一般地，考虑级数 

+ CO 

S H 20)"， (7.2) 

n — — 00 

这里&， 尾 （72=0, 土 1，土2,…）都是复常数•当级数 

+ oo — oo 

^/3 n (z - z 0 ) n 及 H 氏（之 - zo) n (7.3) 

都收敛时，我们说级数 rt (7.2) 收敛，并且它^的和函数等于 (7.3) 中两级数的和函数 
相加.设(7,3)中第一个级数在 | z - Z ()|< R 2 内绝对收敛并且内闭一致收敛，第 
二个级数在 U - zq | > R V 内绝对收敛并且内闭一致收敛*于是两级数的和函数 




分别在- Zol < i ?2 及丨2 -2： 0丨> 尺1内解析•又设尺1<尺2，那么 （7*3) 中两级 
数都在圆环 Z ^ i ^ Ck - zolCi ^ 内绝对收敛并且内闭一致收敛，于是我们说 
级数 (7.2) 在这圆环内绝对收敛并且内闭一致 收敛； 显然它的和函数是一解析函 
数.级数 (7.2) 称为幂级数 (3.1) 及级数 (7.1) 都可看作它的特例， 
上面已讲到洛 2) 的和函数是在圆环 D 内的解析函数.现在我们 
证明： 

定理 7.1 设函数 /( z ) 在圆环 
内解析，那么在 D 内， 


f(z) = D - z 0 ) w ， 


这里 


丄 f /“） 
2 ^ r ( z - z 0 ) n+i 


dz(n — 0, 土 1 ， ±2 ，”，)， 


y 是圆 \z — zq \ 二 p ， p 鲁 — 个满足 i ? 〆 "〈私 的任何数. 

证设 Z 是圆环 D 内任一点，在 D 内作圆环 D ' : 
只 1 / <卜-別|<埒，使得 26 £/，这里尺 1 <珩<柘< 

尺2*用 r ( 及 G 分别表不圆 \ Z - Zo \ — R {^\ Z - Z {^ \ = 

每（图 21). 由于 /(<) 在闭圆 环石 7 上解析，根据柯西 
定理. 


/ r [ 


心卜丄 (* 迎 d 卜丄 f 

(7-6) 

其中积分分别是沿 IY 及巧关于它们所围成圆盘的正 
向取的. 

当氏打时，级数 


/⑴ 


图21 


K ~ z - Zo) - (z - Zq) 


_ (之一 ^ o) n 

= 士。 (^oF 1 

致 收敛; 而当时，级数 


(^ - 之 o)(i - yi ： 


^ ~ ZQ 
(—之0 


C ^ 


U -之 0)( 


C ^ ^0 

之一之 0 


^ (dr 

( z ~~ z o) n+l 


(7.4) 


(7,5) 


O ) 


(7,7) 


(7.8) 
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一致收敛.把 (7.7) 及 (7,8) 分别代入 (7. 6)，然后逐项积分，我们就可看到/(^) 
有展式 (7. 4)，其中 


1，2,3,…） 


(7.9) 


(7.10) 


a n = —- ( n = 0，1，2, …)， (7.9) 

= U /( ⑽ , = 1 0 ^ A in 

a - ” _ 27 dJq “ — ZQ )~ n ^ 1 ^ ~ i ， 2 ’ 3 ，）. （7.10) 

由柯西定理，在 (7.9) 及 (7.10) 中的积分可以换成沿圆 y 的 积分； 于是我们 
最后得到 （7.5). 

根据定理7.1，级数 (7.4) 在圆环 D 内收敛， 

+ oo —oo 

在级数 （7.4) 中， J ] a n {z - z 0 ) n 称为这级数的而 5 ] 〜 U - 

n -0 ?i = -i 

z 0 )” 称为它的主要部分. 

在定理 7.1 中，级数 （7.4) 称为 /( = ) 在圆环 D 内的洛朗展式.反之，可以 
证明： 

定理 7.2 设洛朗级数”⑵在圆环^:尺/丨^ — “^私⑴^尺 〆 ％‘ 
+ cx >> 中内闭一致收敛于和函数 g ( z ), 那么 （7.2) 就是 发 U ) 在 D 内的洛朗 
展式： 

+ oo 

g ( z ) ^ XI 氏 U — 之0广. (7.11) 

证现在把系数爲用尽 U ) 计 i 出来.在 D 内任取一圆 yMz - zoh〆 !^ 

<^><只 2 ).用4(2-別）_卜 1 乘（7.11)的两边，然后沿7求积分.由于（7.11) 

中的级数在7上一致收敛，在求积分时对有关级数可以逐项积分.于是我 们有： 

1 r s( z ) ， ^ if/ 、 ” 一口， ^ 


2!dlr ( z - Zo ) k+lAZ = 5^ 士 iL (Z — ^o)" ^ l dz = A 


(是 = 0, ± 1，土 2, …）， 


(7.12) 


这是因为 (7.12) 中求和记号 f 后各项只有在 = 々时 不为零 .（7*12) 与 (7.5) 

一 oo 

一致.证完. 

(7.12) 表明了洛朗级数 (7.11) 的系数可以用它的和函数算出.因此君 U ) 
在 D 内不可能有另一形如 


2 7 W (^ ~ z 0 ) n 


(7.13) 


的洛朗展式.把这一结果与定理 7.1 相结合.就 有： 

系 7.1 在定理7,1的假设下， / U ) 在 D 内的洛朗展式 (7.4) 是唯一的. 
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这一性质称为解析函数的洛朗展式的唯一性. 

由 ( 4 .6) — (4,10) 以及幂级数的运算，可以推出一些初等函数的洛朗级数 
展式. 


例1 求函数 


(z - l)(z -2) 


分别在圆环1< U 丨 <2及2< M < + oo 内的 


洛朗级数展式. 

如果1< k 丨 <2,那么 
1 


1 


(z - 1 )( 2 : — 2) z — 2 z — 1 


2(卜晉) 


1 


+ 00 


H) 


S^n-2 

« = n ^ *v = i 


Z 


n 


如果2< k |< + oo , 那么 


(z — 1 )(： 2 ： — 2) z — 2 


Z 


M 1 —T 


、(卜 i 

g 2”- 1 - 

71 = 2 




这一例子说明，同一函数在不同的圆环内的洛朗展式不同. 


例2 


sin 2 : ir sin 2 : 


z 


2 


及^^在0< I z 1 <十 00 内的洛朗级数展式是: 


Z 


sin z 


z 


2 


z 


^ . Z - 

3! 5! 


3 


+ 


一 一 1 




(2 n + 1)! 


z 


• 2 4 

sin z < z , z , 

z 3! 5! (2 n + 1 ) ! 


(— \ Y~ 2n 


+ 


丄 


例3 ^在0< U | < + oo 内的洛朗级数展 式是: 


丄 

e z 


1 + — + 
z 


丄丄 
2 ! 


z 


n ! 2 ： 


1 + 


8. 解析函数的孤立奇点 在第 7 段中，我们已经研究了在一般圆环内解析 
函数的洛朗展式.现在讨论一种特殊情形. 

我们设函数 / U ) 在去掉圆心的圆盘 D :0< U - z 0 |< i ?(0< R <+ oo)R 

确定并且解析，那么 q 称为 / U ) 的孤立奇点.在 D 内， / U ) 有洛朗展式 


f ( z ) = ^, a n (z - z 0 ) n , 


其中 


( 8 . 1 ) 
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m) 


a t 


2 ttL 


c A ^~ z 0 r 


d^(n 二 0 ， ± 1 ， ± 2 , __•) 


( 8 . 2 ) 


Cp 是圆丨 z _ 2 ：ol = p ( 0 K pKR ). 


例如在上段例 2 及例 3 中， 0 是 


sin z sin z 


1 


z 


z 


2 


，及 ¥ 的孤立奇点 


一般地，对于上述函数 / U )， 按照它的洛朗展式含负数幂的情况，可以把孤 
立奇点分类如下： 

(1) 如果当 n 二—1，-2, - 3,…时 ，〜 = 0,那么我们说 M 是函数 / U ) 的 

或者说 /(=) 在如有可去奇点.这是因为令 / u Q ) = tf() ， 就得到在整 
个圆盘内解析的函数 / u ), 

(2) 如果只有有限个(至少一个)整数 7 Z <0, 使得 〜关 0,那么我们说 M 是 
函数 / U ) 的极点，设对于正整数 m ， ai 关0 ; 而当 n <_ m 时，〜 =0.那么我 
们就说 Z 0 是 / U ) 的 m 阶极点•按照 m 二1 或爪 >1，我们也说 W 是 / U ) 的单 

g 座或巴靂奥與 • 

(3) 15^ 无限个整数 n <0, 使得〜#0,那么我们说是 / U ) 的本性 
奇点. 

例如在上段例2及例3中，0分别是^^及^的可去奇点、单极点及 

z z 


本性奇点. 

现在我们来研究这些孤立奇点的特征.先 证明： 

定理 8.1 设函数 /( z ) 在 0< | z - z 0 | 〈尺 （0 〈尺 <+ oo ) 内解析，那么 之 0 

是 / U ) 的可去奇点的必要与充分条件是 :存在 着极限 lim /( z ) = aG ， 其中是 

—复数. 

证 先证条件的必要性.由假设，在 0 < k _ 2()1 < i ? 内， /( z ) 有洛朗级数 
展式： 

f{z) — a 0 + ai(z ― Zq) + + a„(z - z 0 ) n + 

因为上式右边幂级数的收敛半径至少是 i ?， 所以它的和函数在 U - wl < 尺内 
解析.于是显然存在着 lim /(^)- a 0 . 

2 • 之 Q 

再证条件的充分性.设在0< \ z - z 0 \< R 内， / U ) 的洛朗级数展式是 
(8.1) .由假设，存在着两个正数 M 及 p 0 « R )， 使得在 0<| z - 丨 <外内， 

I f ( z ) l < M ， 

那么在(8.2)中取卜使0< / 0< / 0 () ，我们有 

I a n 1^ = ^(n = 0, ± 1，± 2,…） • (8.3) 

Z 7 t p p 
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当 w 二-1，~~2， — 3,…时，在 （8.3) 中令 p 趋近于0,就得到 or„ = 0 (n = - 1, 
-2, -3,…）.于是是 /(；z) 的可去奇点.条件的充分性得证. 

由定理 8.1 可立即 推出： 

系 8_1 在定理 8.1 的假设下 ，勿是 /( 幻的可去奇点的必要与充分条件 
是:存 在着某一正数，使得 / U ) 在 ( KU - zolCpo 内有界. 

其次，我们研究极点的特征.设函数 /U) 在 0<u-^|<i? 内解析，且 zo 
是 /(Z) 的历（>1)阶极点-那么在0<|^-^)|<只内， /U) 有洛朗 展式： 


f { z ) 


a _w + l 


(z - z 0 ) m - 
+ ao + a{(z — a) + ••* + a n (z 

— M. _. ^ ^ I I ▲ ■■ t . 


Z ~ Z 0 


^0/ 


在这里 ai 參 0. 于是在 0<|之-20|<只 内， 


/(^) = Zo ) m ^ a ~ m + — 树 +1( 之 — 之 0) + …+ a 0 (z — 之 0 ) 故 


+ …+ a n ( z - %)”+- + •••]= (8.4) 

在这里 p(z) 是一个在 |z-q|<K 内解析的函数，并且 fUo) 关0.反之，如果 
函数 /U) 在 0<k - 内可以表示成为 (8.4) 右边的形状，而 9(0 是在 
\z - Zq \ < i ? 内解析的函数，并且那么不难推出： 2：0是 /(Z ) 的饥阶 
极点. 

由 （8.4) 可以证明： 

定理 8.2 设函数/(之)在0<丨 2 ：-之 0 |<只(0<1?< + 00)内解析,那么之 0 
是 /( = ) 的极点的必要与充分条件是〗 irn /(5：) 二°°. 

证 由（8.4)，条件的必要性是明显的.现在来证明它的充分性.在这定理的 
假设下，存在着某一正数作<只，使得在0< U - 内， / U)#0, 于是 

尸(幻= 7^在0<丨^ — ^)1<作内解析，不等于零，而且 HmFU ) 二 lim 

-0. 因此 M 是 FU) 的一个可去奇点，从而在0< k - “ |〈外 内， FU) 有洛朗 
级数 展式： 

F ( z ) =卢0 + 戶1(之 — 2：0) + … + Pn( z - 之 0)” + …， 

我们有 A)=limFU) 二0•由于在0< U — 〈外内， FU)#0, 由定理5.1，可 

以设 A ) = A =…^ A-i 由此得 F ( z ) = ( z - 之 0 产必（ 2 ：)，其中巾（之） 

在 | z - zolCw 内解析，并且不等于零关 0). 于是在0<|^-別丨< 

户0内， 
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在这里 < p ( z ) = 少 &) 在 I ^ - ^ 0 1 < 1^0 内解析，史（之。）■关 ()• 因此 

^0是/(2：)的/?1阶极点. 

由定理 8.2 的证明，不难 推出： 

系 8.2 在定理 8.2 的假设下， q 是 /( z ) 的 m 阶极点的必要与充分条件 

是 ： lim ( z -m 广 / U ) = a _ OT , 在这里 m 是一正整数，是一个不等于零的 

复数. 

定理 8.1 及8,2中的必要与充分条件可以分别说成是存在有限或无穷的极 
限 lim / U ). 结合这两定理，我 们有： 

定理 8,3 设函数 /( Z ) 在 0< k -2： 0 |< i ?(0 〈尺 < + oo ) 内解析，那么 之 0 

是 /( 幻的本性奇点的必要与充分条件是 :不存 在有限或无穷的极限 lim /( z ). 

例 0是函数^的本性奇点.不难看出， lime + 不存在， 

2-^0 

事实上，当 Z 沿正实轴趋近于零时，^趋近于当 Z 沿负实轴趋近于零 

时， i 趋近 于零; 当 Z 沿虚轴趋近于零时，^没有极限. 

由定理 8.1 —8,3，/(幻的孤立奇点 M 究竟是可去奇点、极点或本性奇点， 
可由 lim / U ) 是否存在等情况来确定.魏尔斯特拉斯进一步阐明了本性奇点的 

z_ * z o 

性质，证明了下列重要 定理： 

定理 8.4 设函数 / U ) 在 0< k - 別|<只(0 〈尺 内解析，那么之0 
是 / U ) 的本性奇点的必要与充分条 件是: 对于任何有限或无穷的复数 y , 在 

0<\ z - z 0 \< R 内一定有收敛于之 0 的序列 UJ ， 使得 jT ^/ U „) = y . 

证 由定理 8.1 及 8. 2,这定理中条件的充分性是明显的.现在来证明必要 
性，如果 y = oo , 有关条件显然成立，因为巧不是 /( z ) 的可去奇点，从而 / U ) 
在任何开域 0< k - wl < 〆 </?)内不能有界.设 y 是有限复数.只须证明，对 
任何 e >0及，在0< | z — z 0 丨内，总有一点 〆 ，使得 I /(/) 一 
y |< e . 假定这一命题不 成立； 亦即存在着某两正数4及外(<尺），使得在0< 

| Z - 2 ：ot < i °0 内」 /( Z ) _ 7 I ^€ o - 于是函数 

giz) = ld^~r 

在 0< k - 内解析、有界并且不等于零，因此別是 g (幻的可去奇点， 
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亦即 


g { z ) - {z - Z Q ) n </}(z)y 

在这里 m 是一个非负整数，函数 0(2：) 在 Is ： - zolSp 内解析，并且 lim < p { z )^ 

2 力。 

0. 由此可见在 Z= Zq 有可去奇点或极点. 

由于在0< I Z — 2：0 I <外)内， 


f(z) = y + 

于是 /( Z ) 在 Z 二別有可去奇点或极点，与假设相矛盾.定理证完. 

关于本性奇点，皮卡证明了一个更加深刻的 定理： 

定理 8.5 设函数 / U ) 在 0 <|z —2 0 |<_ R (0< i ?<+ oo ) 内解析，那么之 0 
是 /( 幻的本性奇点的必要与充分条 件是: 对于任何复数 y 參〜，至多可能有一 
个例外，在 0< k - z 0 |< 只内 ，一定有一个收敛于 M 的序列丨〜丨，使得 /(;) 
= y(n = l ，2,3, …）①. 

例 0是 / U ) = ei 的本性奇点.不难直接证 明:对 于任何 e >0 及任何复数 
7(^0 及 oo )， 在0< lz!<e 内必有一点/，使得 f ( z ) = y . 

从19世纪末到20世纪，从皮卡定理出发，对于解析函数的值的分布及有关 
问题，曾经有过大量的研究工作.我国数学工作者熊庆来、庄圻泰等在这方面得 
到了许多重要成果，此后数学工作者杨乐、张广厚等继往开来，进一步作出了一 
些首创性的贡献，受到世界数学工作者的重视. 

9. 解析函数在无穷远点的性质 设函数 / U ) 在区域 R <\ z \< + 
o ) 内解析，那么无穷远点称为 /( = ) 的匯在这区域内， / U ) 有洛朗级数 
展式: 

+ oo 

f ( z ) - 2 (9.1) 

n~- -oo 

其中&由式 (8.2) 相类似的公式确定. 

令2：=丄，按照 i ?>0 或 尺 = 0,我们得到在0< | to |<| 或0< | w |< 十 00 

XV K 


内解析的函数 < P ( W ) 二 /(士)，其洛朗级数展 式是： 

如、 L (9 . 2) 


①这定理的证明可参看 H . H . 普里瓦洛夫著.复变函数引论. 闵銅鹤 、程民德等译 • 北 京：高 等教育 
出版社， 1956. 
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如果 w = 0 是的可去奇点、 ( m 阶)极点或本性奇点，那么分别说 

这样， 一^ 

(1) 如果当/! = 1，2,3,…时， a „ =0,那么 z ^ 00 是函数 /( Z ) 的可去奇点. 

(2) 如果只有有限个（至少一个）整数《>0,使得〜关0,那么之^⑺是 
/ U ) 的极点.设对于正整数 m ， a m ^0; 而当 n > m 时，〜= 0,那么2 =①是 
/ U ) 的 （ m 阶)极点•按照 m = l 或讲>1，我们也说 z = oo 是 / U ) 的单极点或 
m 重极点. 

(3) 如果有无穷个整数 n >0,使得 〜 #0,那么 z = oo 是 /( z ) 的本性奇点， 

— oo + oo 

与级数 (9.2) 的情形相对应， Da / 及 5] 分别称为级数 (9.1) 的解析 

般及“ rt 1 

按照第二章，习题二第13题中引进的定义，在上列情形（1)，我们说 / U ) 在 
无穷远点解析， 

定理 8.1 — 8. 3以及系 8.1 都可立即转移到无穷远点的情形.例如我 们有： 
定理 9.1 设函数 / U ) 在区域尺 < k |< + oo ( i ?<0) 内解析，那么 
是 / U ) 的可去奇点、极点或本性奇点的必要与充分条 件是: 存在着有限、无穷极 
限 lim /( 2 ：) 或不存在有限或无穷的极限 lim /( 2 ：). 

2 ~* > °° Z -*(X> 

系 9.1 设函数 / U ) 在区域只< ld < + °° U >0) 内解析，那么 z = oo 是 
/(之)的可去奇点的必要与充分条 件是: 存在着某一数 外 >尺，使得 f ( z ) 在 p Q < 
ki < +°°内有界. 

上列定理及系的证明以及其他有关结果及其证明，请读者自己作出. 

魏尔斯特拉斯定理 8.4 和皮卡定理 8.5 都可转移到2 = oo 是本性奇点情 
形，现从略. 

10. 整函数与亚纯函数概念 如第三章第 4 段中所已指出，如果 / U ) 在有 
限复平面 C 上解析，那么它就称为一个 Igg ， 显然，无穷远点是整函数的孤立 
奇点.在 c 上， / u ) 围绕无穷远点的洛 iiS 也就是泰勒展式. 

f ( z ) = S - (10.1) 

当 / U ) 恒等于一个常数时，无穷远点是它的可去 奇点； 当 / U ) 是72(>1)次多 
项式时，无穷远点是它的 M 阶 极点； 在其他情况下，无穷远点是 /( 幻的本性奇 
点，而这时 /(2 T ) 称为一个超越整函数,例如 e % sin z 及 cos z 都是超越整函数， 
并且无穷远点是它们的本性奇点. 

关于整函数，由系 9.1 也可立即推出重要的刘维尔定理，即第三章，定理 

4.4. 

由刘维尔定理可以证明 
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代数基本定理 :任何 〃（>1)次代数方程至少有一根. 

证设 

P(z) = a n z n + a n ^ v z n ^ 1 + …+ a 0 = 0 (a n #0) 

是一个这样的代数方程.我们要证明整函数 PU ) 至少有一零点，假定 PU ) 没 


有零点，那么也是一个整函数，因为 


I P(z) \ = 



^ n-j 

Z 



>\ z r(i a n I- 

所以我们有 


g)u 姚 


lim I P(z) 1 = + oo ， lim 3 厂、 

5；-*oo Jr Z ) 


= 0, 


因而在全平面上有界.于是根据刘维尔定理，恒等于零，与所设相矛 

盾.因此 PU ) 至少有一零点. 

应用刘维尔定理，还可 证明： 


定理 10.1 设 / U ) 是一整函数，按照2 = 00是可去奇点、 W (>1) 阶极点或 
本性奇点，必须而且只须 / U ) 是恒等于一个常数、 n (> l ) 次多项式或超越整 
函数. 

证设 z = m 是 / U ) 的可去奇点，那么 lim / u ) 为有限复数，从而 / U ) 有 

界，由刘维尔定理，/(幻恒等于一个常数. 

当 z = °°是 /(2) 的极点或本性奇点时，设 / O ) 在^ = 00 的主要部分是 


g(z) = 2。 〆 或 2 a 〆 ， 

A = 1 A = 1 

那么 2=00 是/(幻-尽(2)的可去奇点_因此/(2；)=客（2)+(：，其中 C 为一个 
常数.条件的充分性证完.条件的必要性是明显的. 

如果函数/(2)在有限复平靣上除去有极点外，到处解析，那么它就称为一 

个亚纯函数.亚纯函数是整函数的推广，它可能有无穷个极点.例 如一一 是一个 

sin 之 


亚纯函数，它有极点 z = A 7 tU =0，± l ， ±2,…）.有理函数 


ao + q x z + 0 ； 2 之 2 + *•• + ot n z n 
4- -U -U -U /? *y m 


也是一个亚纯函数，它在有限复平面上有有限个极点，而无穷远点是它的极点 
(当时）或可去奇点（当 n<m 时），在这里叫及角 U = 0,1，2 ,…， w ; Z 二 


0，1，2, …， m ) 是复常数， w 及72是正 整数. 
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现证明下列逆 定理： 

定理 10.2 如果无穷远点是亚纯函数 / U ) 的可去奇点或极点，那么 f ( z ) 
是一个有理函数， 

证 如果无穷远点是 / U ) 的可去奇点或极点，那么可找到一个有限的及， 
使得 / U ) 在 < i ?< kl < 十 ㈤ 内解析.在上， / U ) 只可能有有限个极 
点，因为否则极点的极限点既不是极点.而且函数也不可能在这点解析，这是不 
可能的.因此 / U ) 只可能有有限个极点，设为 A ， … ，分； 此外，无穷远点是 

可去奇点或极点•在每一个有限极点附近把 / U ) 展开成洛朗级数，并且设在点 
的主要部 分是： 


hx ( z ) = 






c 


⑴ 


z 


z x (z - z x y 


+ 


+ 


( 之一之义 ）| 


(A = 1，2,3,…， 夕〉; 

当无穷远点是极点时，在这点的主要部分是 

g ( z ) = AiZ + A 2 2 ： 2 十 … + AqZ q ; 

而当无穷远点是可去奇点时，令 ^(^)=0. 

令 


F ( z ) = f ( z ) - R ( z ), 

其中 + …+ ~(之）+ 是一个有理函数.函数 F ( z ) 

除去在 q ， z 2 ，…，4与⑺有可去奇点外，在其余各点 解析; 这是因为由于展式的 
唯一性， FU ) 在…，％及〜附近的洛朗展式都不包含主要部分，因此， 
令 

F(z 入） = limF ( z)(X = 1，2,3,…，/>)， 

z~*z 入 

FU ) 就是一个有界整函数，由刘维尔定理， FU ) = C ( 常数），从而 f ( z ) = 
i ? U ) + C * 证完， 
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1. 设已给复数序列 UJ . 如果 Urn &二 G 其中 （是 一有限复数，那么 

Zi + 之 2 + _•• + % “ 

hm - = 5 - 

rt —Tl 

2. 证明: 任何有界的复数序列一定有一个收敛的子序列. 

3. 证明在两相乘级数中 ，一 个收敛 ，一 个绝对收敛时，第1段中关于柯西乘积的结果仍 
成立. 

4. 证明定理2,1及 2.2. 

5. 试求下列幂级数的收敛 半径： 
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⑴ 


⑵ 


z ( z 2 1) 

1 


在0< kl < l 内 


( z 5 ~ l)(z — 3) 


在1< kl <3 内 


(3)sin^ I ^0<|z-l|<lrt; 


(4) e + 2 在2< kl < + oo 内; 

1 


⑸ 


⑹ 


^(l + z) 


在0< k + 1 丨 <1 内，其中 0< a < l ，/( l a = l ); 


Ln z 


在0<丨3 — 1|<1 及 0< |之 + 1丨<1 内 ， In 5 ： (In 1 = 0)* 


12. 问下列各函数有哪些孤立奇点？各属于哪一种类型？ 


⑴ 


之 —1 


之 U 2 +4) 2 , 


(3) : 


sin z — sm a 


(2 )cot z ； 


，其中 a 是一 常数; 


⑷ 


e z — l 


e 


-1， 


(5) sin 


1- 


z 


13. 证明 :在扩 充复平面上只有一个一阶极点的解析函数 / U ) 必有下面的 形式： 

14. 设函数 / U ) 在2 =郎解析，并且它不恒等于一常数，试证 z = q 是 / U ) 的 n 
点的必要与充分条件是 a 二別是^的 m 阶极点. 

15. 设函数 / U ) 及 gU ) 满足下列条件之 一 ： 

(1) /(2)及 g (2：) 在分别有 w 阶及 n 阶零点； 

(2) / U ) 及 g ( z ) 在 z Q 分别有 m 阶及; z 阶 极点； 

(3) /(幻在 2c 解析或有极点，不恒等于零， gU ) 在 M 有孤立本性奇点， 

s ( z ) 

试问 f{z) + 尽 ( 之）， /(2 ： ) 容 (2 ： ) 及一 ^ ；在之 0 具有什么性质？ 

JKZ) 

16. 设函数 /( 幻在区域 D 内解析.证 明： 如果对某一点有 

广)(之0)二0，《 = 1，2,…， 

那么， / U ) 在 D 内为常数. 

17. 问是否存在着满足下列条件，并且在原点解析的函数 / U )? 


⑵ OtVt 


阶零 
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2n ， 


在这里？!二1，2,3,…. 

18. 函数 sin ：^ 的零点1-^(«=±1，土2，土3，〜）所成的集有聚点1，但这函数不恒 

1~ Z 717C 

等于零.问这与解析函数的唯一性是否相矛盾？ 

19. 设区域 D 内含有一段实轴，又设函数 m (: r ， y ) + i * y ( u ) 及 

uiz f O) + i 幻 (2 ：， 0) 

都在 D 内解析，求证在 D 内. 

u(x 9 y) -t iv(x 9 y) = u(z 9 0) + iv(zjO ). 

20. 按照下列步骤，证明整函数 /( 幻可写成下列 形式： 

f(z) = a 0 + a\z a 2 z(z 一 1) + a^z 2 (z _ 1) + 


+ a 2 /^(z - 1 )^ + a 2 k+i^ +1 (z - l) k + ••*, ( ^ ) 

其中0：0,0：2,0：3,…是复常数 • 

(1) 用 r ( p ) 表示圆丨3： | = (0,其中 p > l , 
a ) 证明 :对于 hl ，2, …，积分 


J r(p) - \) k 


的值与 /> 无关; 取极限求出它的值.同样计算 


r _ dw _ tx r _ dw _ 

Jr(,) ,(,) 旷 if’ 1 * 

b ) 设整函数 / u ) 的展式 （* )在 c 中任何紧集上一致收敛，证明对于 keNA ^ ) 的系 
数可由下列积分 给出： 


<^2 k 


^2 k+l 


2+ J , 


f(iv)dw 
(fi) zt/ : ' hl (zv - 1)* 
f(zv)dw 


丄 f 

- 1 严 


(2) a ) 如果 a2Jt & a2ife + 1 *( l ) b ) 中公式给出，那么对于 UlCp ， 


/(r) - a 0 - a^z 


cr 2 〆 （之 -1) 是 -- 1)* 


2 iic 


^Hz - 1)^ 


H 


r < P ^ ( 


W 


f (^ w)dxv 

z)^ +1 (zv - l) k+l 


把上式右边记作 R k ( z ). 

b ) 设 IV 表示圆心在0、半径为 r 的圆盘，证明 ：对任 意正数 r ， 当是 — + oo 时，吣（幻在 


上一致趋近于零. 

(3) 最后 证得: 整函数/(幻有（ * ) 形的展式.这一展式是唯一的，并且在 C 中任何紧集 
上一致收敛. 

21，设 UJUGN ) 是一复数序列 - 


(1) 设 ai = l ， 并且 + f .证明级数 + f ( T〆 的收敛半径>1，并且它的和 / U ) = 

a-2 n=0 
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是在单位圆盘内确定的单射①. 

rt "0 

(2) 设〜关0.证 明:如 果级数的收敛半径不是零，那么3 r >0 , 使得级数和是在 
U !< r 内确定的单射. 

(3) 设函数及 U ) 在一点 q 的邻域内解析，并且关0,那么 gU ) 是在％的一个邻 
域内确定的单射. 


①单射是把不相同元素映射成不相同元素的一种映射 ，参看 附录 一. 
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§ 1.一般理论 

1. 留数定理留数理论及其应用对复变函数论的发展起过一定的推动作 

用.本章首先讲述留数的一般理论，然后讲述它的应用，特别是对计算某些定积 

分的应用.现在先从留数的定义及其基本定理开始. 

设函数 / U ) 在点 M 解析.作圆 C : U - mI 二 r , 使 / U ) 在以它为边界的 

闭圆盘上解析，那么根据柯西定理，积分 

% 

f ( z)dz (1.1) 

J c 

等于零. 

设函数/(幻在区域 o < U - 別丨<尺内解析.选取^使0<「<尺，并且作 
圆（：：|2-如| = ^那么如果/(幻在以也解析，积分 (1.1) 仍然等 于零; 如果 a 
是 /( 幻的孤立奇点，积分 (1.1) 就不一定等 于零; 这时我们把积分 

点 ^ f ( z)dz (1-2) 

定义为函数 / U ) 在立奇点的留数，记作1^8(/，別），这里积分是沿着0按 
反时针方向取的， 

这里定义的留数 Res (/， q ) 与圆（：的半径 r 无关，事实上，在 0< k-^ o l 
<R 内， / U ) 有洛朗 展式： 

/(^) ^ 2 a n( z ~ 之 0 )' ( 1 . 3 ) 

n = -oo 

而且这一展式在 C 上一致收敛.逐项积分，我们有 

「 +QQ r* 

f ( z)dz = ^] a n (z - zo) n dz = 2 Tcia _ j . 

」 C jj —c» c 

因此，亦即 / U ) 在 q 的留数等于洛朗级数展式 (1.3) 中^ ^ 
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的系数，它显然与圆 C 的半径 r * 无关. 

由此还可看出，如果％是 / U ) 的可去奇点，那么 Res (/，^ o )=0. 现在不难 
证明下列基本 定理： 

定理 1.1 设 D 是在复平面上的一个有界区域，其 
边界是一条或有限条简单闭曲线 C ( 图 2.2 中， C 是由 
(^，(^及 C 2 组成的）. 设函数 /( 幻在 D 内除去有孤立 

奇点％1，2：2,…，、外，在 每一点 都解析，并且它在 C 上 
每一点也解析.那么我们有 

- n 

f ( z)dz = 2 m ^ Res ( f , z k ), (1.4) 

J C M = l 

这里沿 C 的积分是按关于区域 D 的正向取的. 图 22 

证以 El 内每一个孤立竒点％为心，作圆☆，使以 
它为边界的闭圆盘上每一点都在 D 内，并且使任意两个这样的闭圆盘彼此无公 
共点.从 D 中除去以这些八为边界的闭圆盘得一区域 G ， 其边界是 C 以及 5 V 
在 G 及其边界所组成的闭区域 巧上， /( z ) 解析.因此根据柯西定理（第三章， 
(3.4) 式）， 



f(z)dz = XI f(z)dz 9 

J C k=i J 7 k 

这里沿 C 的积分是按关于区域 D 的正向取的，沿 h 的积分是按反时针方向取 
的.根据留数的定义，由此可立即推出 （1.4). 

2 , 留数的计算 在本段中，我们讲述在几种常见的情形下，如何计算留数， 
首先考虑一阶极点的情形.设 q 是函数 / U ) 的一个一阶极点.这就是说， 
在去掉中心的某一圆盘内 

/( 之） = Z 1 z 
z 

其中 pU ) 在这圆盘内包括在 z = a 解析，其泰勘级数展 式是： 

十 oo 

<P(Z 、 = s ' (之一 z 0) w ， (2*1) 

rt — 0 

而且參0.显然，在 /( Z ) 的洛朗级数中，^一的系数等于史 （ M ). 
因此 

Res(/ ， z 0 ) = \\m(z - z Q )f(z). 

如果容易求出展式(2.1)，那么由此可得 Rest /，％) 二％;否则要釆用其他方法 
求留数. 

如果在上述去掉中心的圆盘内 
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’⑴ = Q(z) ， 。‘ 2 ) 

其中 PU ) 及 QU ) 在这圆盘内包括在解析， PU Q ) 古0，％是 QU ) 的一 
阶零点，并且 QU ) 在这圆盘内没有其他零点，那么 、是 /( Z ) 的一阶极点， 
因而 


Res (/, z 0 ) - lim ( 2 ： - z 0 ) f { z ) 
= P(2 ： 0 )/Q / (z 0 ). 


M (… 0 ) Q d o) 


(2.3) 


例 1 函数 


有两个一阶极点± i ， 这时 


f ( z ) 


P ( z ) 

Q ' z ) 


e 


\z 


2 


Z 


1 e lz . 


2 z 


因此 Res (/， i )= —去， Res (/， 

其次考虑高阶极点的情形.设巧是函数 /( = ) 的一个6阶极点 U >1) .这 
就是说，在去掉中心的某一圆盘内 （ ， 


f ( z ) 


< p { z ) 


(z — Z()) k 


其中在这圆盘内包括在 Zo 解析，而且在这圆盘内 ，< p ( z ) 有 
展式 (2,1), 由此可见， 

Res(/,z 0 ) - a k-\^ (2.4) 

因此问题化成了求 yU ) 的泰勒展式的系数.如果 （2.1) 容易求出，问题就已解 
决，否则还可用另法求留数. 


显然， 


? 


(卜 1) 


^ = U —1)! 


( 之 0) 


因此我们也可根据下列公式计算 Res (/， ^ 0 )： 


Res(/ ， 之 0 ) = (jfe _ 1}! 


lim 


d k ~ l [(z - z 0 ) k f ( z )] 




k~l 


(2.5> 


例 2 函数 


f ( z ) 


sec z 
z 3 


在 z = 0 有三阶极点，由第四章第 4 段例4,这时 
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<p(z) = sec x — 1 + 2\ z ^ ^ 4\ z ^ **"' 

因此 Res (/，0) 二 ★"• 

由 （2.5)， Res (/，0) 也可由下列公式求得： 

Res (/，0) 把 L 3 .，) 二音. 

例 3 函数 

/U) = ,(/Id 2 

在有二阶极点.这时 
令 2： = i + ?， 那么在 

/ e i(f+i) 

h(t) = ( i + r )(2 i+，) 2 

的泰勒展式中 d 的系数就是 /( 幻在 i 的留数.写出 AU ) 中每个因子的泰勒展 
式到£的一次项，我们 有：当 kl < l 时， 

e iU+i) - e~ l (l + it + …)， 

( i + 尤） 1 = - i(l - k ) 一 1 + + •••〉， 

• —2 

(2 i + t )~ 2 = -+ (1- 士，) ~ - (1 + + …). 

因此当 U |<1 时， 

h { t ) — 土(1 + 3 i ，+ …) • 

于是 Res (/， i )= 

由（2.5)，1^8(/，1)也可由下列公式求得 ： 

Res (/， i ) 二 ^ t z [ z(z -^]--h 

§2. 留数计算的应用 

3. 积分的计算（ I )在本节中，我们讲述留数计算的应用.现在先讲它对 
计算积分的应用.在数学分析以及实际问题中，往往要求出一些定积分或反常积 
分的值，而这些积分中被积函数的原函数，不能用初等函数表示出来；有时即令 
可以求出原函数，计算也往往比较复杂•利用留数定理，要计算某些类型的定积 
分或反常积分，只须计算某些解析函数在孤立奇点的留数;这样就把问题大大简 
化了.利用留数计算定积分或反常积分没有普遍适用的 方法. 我们只考虑几种特 
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殊类型的积分，并且指出怎样把计算这些类型的积分的问题化为计算留数的问 
题.在本段中，我们只应用单值解析函数计算积分，下一段再讲述怎样应用多值 
解析函数来计算某些积分. 

利用留数计算定积分或反常积分有局限性，不可能应用它来求所有这样的 
积分. 


例1计算积分 


其中常数 a > l . 



271 

o a + sin i 


(3.1) 


令 e 1 %， 那么而且当 r 从 0 增加到〜时，： 
按反时针方向绕圆 C:l 2卜1 一周.因此 


2dz 


c z 2 + 2iaz — 1 


(3.2) 


于是应用留数定理，只须计算~~7在^<1内极点处的留数，就可求 

z + 2iaz — 1 

出 J ■ 


积分 (3. 2) 中被积函数有两个极点：— - ia + i a 2 - 1及 Z 2 — ~ ici - 

1/0^=1.显然，|；^|<1，|2 2 |>1.因此被积函数在丨2丨<1内只有一个极点 
q ，而它在这点的留数是 

2 = 1 
2z i +仏 ivV - 1_ 

于是求得 


i V a 2 - 1 \/ a 2 — 1 


应用同样的方法，可计算一般形如 

i?(sin t ,cos ^ ) d ^ 

0 

的积分，其中尺 U ，： y ) 是有理分式，并且在圆 C ： x 2 ^ y 2 = l 上，分母不等于零 • 
例2计算积分 

• + O0 1 

——-- (3 3) 

0 (1 + 工 2 ) 2 • 

这一积分显然收敛.应用留数定理来计算它比较 简单. 为此，考虑函数 
.这函数有两个二阶极点，在上半平面的一个是 z 二 i . 


(1 + z 2 ) 2 

作以 O 为心、 r 为半径的圆盘.考虑这一圆盘在上半平面的部分，设其边界 
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从而 I — 

事实上，由 (3.4) 取极限所得到的是上列反常积分的但这一反常积分 
显然收敛，因此主值就是积分的值. 一… 

计算例2中积分的方法可用来计算一般形如 

*+oo 

I — R(x )dx 

v ••• OO 

的积分，其中是有理分式，分母在实轴上不为零，并且分母的次数比分子 
的次数至少高2次. 

应用留数计算另一类型的积分需要下列 引理： 

引理 3.1 设 / U ) 是在闭区域 

6 x ^ Arg z ^0 2 , r o ^\ z i < + °°( r 0 > 0,0 ^ 化 < (9 2 < 冗） 

上连续的复变函数，并且设 r , 是以 o 为心、 r 为半径的圆弧在这闭区域上的一 
段 （ r ^ q ) .如果当 r 在这闭区域上时， 

lim f ( z ) = 0, (3 - 5) 

oo 

那么我们有 
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lim f ( z ) e lz dz = 0. 


r 


(3.6) 


证设 iW ( r ) 是 |/ U )| 在 G 上的最大值，我们有 


f ( z ) e lz dz ^ M ( r ) f e~ rsm d rd 6 
r J r 


^ M ( r)J e rsm 8 rd $ = 2 M ( r)J 


2 e~ r ^°rdd 

o 


(3.7) 


因为当0<0<"|时， 


2 / sin 0 1 


所以 


2 -rsin d 

e 
o 


rd ^ ^ 


，M . 

e ^ rd & < 

0 


广 +oo 2 

e 


JT 

T ' 


(3.8) 


于是由 （3.5)，（3.7) 及 (3.8) 可以推出 （3.6). 
例 3 计算积分 


r + oo 


X 


0 X 2 + 


dx . 


取 r >0, 我们有 


x 


X 2 + 


dx 


1 


e " + e 七 

0 2U 2 + 1) 


dx 


ix 


e 


x 2 + 


dx . 


(3.9) 


函数 


e 


iz 


. 2 _ l ，在上除去有一 ^ 阶极点 2： = i 外，在其他每一'点解析.作图23 

Z 十 1 


中那样的区域，而只须取 r > l .于是我们有 

iz 


e 


- r x 2 十 1 


dx 


r 


点化 = 2 * (点 ’i 卜 f ’ 


(3.10) 


其中 r ; 的意义及沿它的积分的方向同 (3.4). 


现在应用引理 3.1 .取 /( Z ) 


之 2 + 


,(?1二0，02 =兀，^0 = 2，那么在这引理中 


所设各条件显然成立.因此在 (3.10) 中令 r 趋近于十 oo ，就得到 

lim ~ f—dx = 

广 * +ooJ - r X +1 e 

从而由 （3.9), 可见积分 J 收敛，并且 / = 

计算例3中积分的方法可用来计算一般形如 


f ( x ) e lx dx 


(3.11) 
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的积分，其中 /( z ) 在 Im z>0 上可能有有限个孤立奇点外，在其他每一点解析， 
而且当^在 Im 上时， （3.5) 成立. 

我们注意，应用上面的方法，求出的也是 （3.11) 中但在一 
般给出的问题中，或者只需要求主值，或者不难预先看收敛，因 
此，所求出的那个主值恰好就是所需要的值. 

设在 (3.11) 中，函数 /( 幻在上除去有有限个孤立奇点外，在其他每 
一点解析，而且在实轴上有孤立奇点.这时也往往可适当改变上面的方法，求出 
积分 J 的值.现举例如下： 

例4计算积分 


sin 


0 x 


dr 


取 e 及 r ， 使 r > e >0 .我们有 


sin 


dr 


—Lr 


2ix 


dx 


2 


dx 




函数 i 只是在 z = 0 有一阶极点.把图 23 加 
z 

以改变，在上半平面添作一个以原点为心、 e 为半 
径的半圆1\(0<£<「 ; 图 24) .于是我们有 


dLr 


1： 


—dz + — dr + — cb: = 0, 

z J jt J r ^ 

(3.13) 

在这里沿 T\Rr r 的积分分别是按辐角减小及增 
加的方向取的. 


I ： 


dx 


.(3,12) 



图24 


现在求当 e 趋近于0时 ， f 的极限.当 z 关0时， 

J r ^ 

€ 

\z 1 

—=- 1- h(z) , 

Z Z 


其中 AU ) 是在2： = 0的解析函数.因此 


广 






h ( z)dz = — Tri + 
r 



h(z)dz. 

r 


由于 A ( 2 ) 在解析，在 z^O 的一个邻域内 ，\ h(z) I 有上界 M < 十 00 •于是 
当 e 充分小时， 


h(z)dz < M * 2 丌£， 


从而 



—dz = - to . 
r z 

在 （3.13) 中令 e 趋近于 0， r 趋近于 + w ， 应用引理 3.1， 并结合 （3.12)， 就 



可看出积分 J 收敛，并且 J = f . 

例3后关于积分主值的说明也适用于例 4. 但这时不仅有无穷积分，而且有 
涉及实轴上某些点的反常积分， 

4积分的计算 （ n ) 现在我们应用多值函数来计算某些实变函数的积分. 
这时我们要对多值函数的某些解析分支应用留数定理.为此，首先要在复平面上 
取适当的割线，使得在所得区域内可以把有关多值函数分成解析分支.在这里我 
们举出几个例子. 

例1计算积分 


其中 0< cr < l . 


广 + oo 1 

ax 

^ 0 (1 + x ) jC a 


(4.1) 


考虑多值函数 


.在复平面上取正实轴作割线，得一区域，并且在这 


区域内除去 


, 、 a • 卜 I I r~ Fr y v 5 y I -LU 

yl + z)z 

-1 .在最后所得区域内，这函数可以分成解析 分支； 取在割线上 


沿取实值的解析分支，并且用表示它•显然它在 


1有一阶极 


把7^沿着如下的一条闭曲线 C ( r , e ) 
(1 + z){z ) 0 

积 分:首 先沿正实轴的上沿从 e 到 r (0< e < l < r < 
+ 〜）； 其次按反时针方向，沿以 O 为心、 r 为半径的 
圆 I ； 前进; 然后沿正实轴的下沿从 r 到 e ; 最后按顺 
时针方向、绕过以 O 为心、 e 为半径的圆(图 25). 

-~~ I ■^在 C ( r , e ) 的内区域内有唯一极点 z 二 
{1 + z){z )o 

-1 .又由于在正实轴下沿， （ f) ft = e 2 胃 ur , 我们有 



(1， 


— 2 ma 


> v dr 
Je (l + jr ) x a 


(1 + z )( z a ) 0 


4iRes( (1 + 2)( ， )。 ’H 
现在我们估计 (4.2) 中第三个积分.我们有 


图25 


__ 

(1 + z )( z a ) 0 


(4.2) 
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r (1 + 之）（ /) 0 丨 〜 （1 — e)e a 1 — e . 


因此 


lim 

e-H)* 


r e (1 十 z)(z a ) 0 


类似地证明 


inn . y ^. 一 - 

r-+«J & (1 + Z )( Z ) Q 

在 (4,2) 中令 e 趋近于 0, r 趋近于 + oo , 我们就可看出 （4.1) 中的积分 J 收 


敛，并且 


(1 - e ^)/ 


2rd 


因此 I 


sin na 


例 1 也可化成单值函数的情况求解.在 (4.1) 中，令 ： r = ，我们有 


r+oo bu a 

厂 — e au 
一 J-oo 1 + e U ， 

其中 0<6 = 1 — a < l . 

考虑在平面上的解析函数 


(4.0 


+ e 


它在闭带形 0 <lm 中有唯一的一阶极点 w = 7 ti . 

作以一 ％， [/ 2 ， 1/ 2 +2 冗 1 及一 Ut + 2ni 
为顶点的矩形 (OC tA ，％ 〈十⑺ ）（ 图 26). 


U 2 + 2ni 


沿这矩形的边界取7^;的积分，我们有 

1 + e 

U bu j r2ir b{U^-¥\v) 

u 2 e au , e 2 .! 

-^777 Jo 1+7^ 


~u^ ldv 


H -u b(u+2rd) 

置 

il 1 + e u 


2 ^ iR ^ lTT? ,7ti 


b(-U,+iv) 


1 + e 


^UT^ idv 


亦即 


(1 — 


2Ttbi\ 2 




U 2 u 


图 26 


'2jt 6((/ 2 +iv) 

I w 


o 1 + e u ^ {v 


77idv 
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+ Jo r …… i ) d … 2 兀 ie - 


+ e 


UAiv 


( 4 . 2 / ) 


现估计 (4.2') 左边第二及第三个积分.我们有 


2iz e b(U 2 +iv) 


e 


U^+iv 


idv 


< 


'2 tt 




2tt /(-L^+iu) 


o 1 + e 


—U, + iv 


77 •(- Odv 


< 


o e 

m 2 k 


e 


1 

-bU t 




2^ 

e ^-1 


o 1 — e 


u, 


dv 


27 re 


-bU, 


e 


u . 


因此上述两个积分当％及 Ui —+ oo 时分别趋近于零, 
在 (4.2') 中令[/ 2 及⑺，我们得到 


(1 - e 2 ^)J 


2 me 


bm 


从而 


7 Z 


K 


sin izb sin na 
计算上例中积分的方法可用来计算一般形如 

°° R ( x ) 


dx 


x 


的积分，其中 0< a < l ， i ?( a :) 是一个有理分式，其分母比分子次数高，并且分母 
在正实轴上不为零， 

例2计算积分 

ln^r 


0 


(1 + jc ) 


idx . 


(4.3) 


考虑多值解析函数在复平面上取正实轴作割线，得一区域.在这一 

(1 + z ) 

区域内除去 - 1 , 在最后所得区域内，可把分成解析函数 分支; 取在 

(1十之） 


割线上沿取实值的一分支，并且用 


(In z )' 


;表本它.显然，它在 - 1有三阶极点. 


(1 + 之)- 

作闭曲 线…— < a ◊脚25.于是鮮獅…邮 


及 r ; 之间.因而 


(In ^) : 


idz ~ 27 riRes | 


(In z ) : 


其中沿 C ( r ， s > 的积分是按例 1 中同样的方向取的. 

另一方面，在正实轴下沿， （ lnz ) 2 二 （ l n x + 27 ri ) 2 . 因此 


1 


(4.4) 


On z ) 2 

C(r,e) (1 + z ) 3 


dz 


I ： 


(In x ) 2 
(1 +： r ) 


； d*r 


2 


• On z ) 
r (1 + z ) 


dz 


①如果考虑多值函数 


Ln 


(l + o : 


，那么就不可能像在下面 (4.5) 的右边那样出现 


In 


x 


(1+ x ) 3 


的积分. 
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r (1 + ^) 3 


• ( inz ) 2 
r (1+ 幻 3 彳 


g% 

1 

— 4 th 

J C 




• (In z) 2 
r (1 + z) 3i 


' (In z) 2 
r (1 + 之） 3 


dz * 


(4.5) 


由于 


(In z) 2 ^ z 

(l + z) 3 ^ (l + z): 


(I in j 2 ： I I + 2丌) 2 , 


我们有 


lim ^ - 7 ( 卜之 ) 2 3 = 0，limz • ,( ln 之 ) 2 3 = 0. 

(1 + z y —o (1 + z) 3 


于是与例 l 中一样， 

】• f (In z) 2 
lim , 、■^ 

r -+ + ooJ p 1 + Z) 


lim 


dn ^) 2 
r (1 + z) 3 


dz = 0. 


结合 (4 . 3) 及 (4 . 4) ，并且取 e —0，— 时的极限•由于 j 。 ☆酿 
可见 (4.3) 中的积分 J 存在，并且我们有 


— 4 nil + 47 T 2 


(In z 


™ (1 + X) 3 - 2niReS \(l + z) 3f ~ 1 }' 

现在求上式右边的留数 ， In z 在 2 : = -1 有泰勒展式 

In z = ln [ 一 l+(z + l )] = i 7 r — (之十 1)— 音(2： + 1) 2 + …， 

而 (In z ) 2 在 -1 的展式恰好是上一展式的平方，其中含 U + l ) 2 —项的系 
数是 1- iTt . 因此 

Res (^^’ _1 ) = 1_i7C . 

把这一结果代入(4.6)，并比较两边的虚部，就得到 ~j. 

计算例2中积分的方法可用来计算一般形如 

，+ oo 

I = J ?( x)ln xdx 
Jo 

的积分，这里 i ?( x ) 是一个有理分式，其分母比分子的次数至少高2次，并且分 
母在正实轴上不为零. 

例3计算积分 


(4.6) 


1 \/ x(l - JL 
0 (1 + x)' 


dz . 


(4.7) 
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如第二章第7段例2所指出，在复平面上取线段[0，1]为割线，得一区域 D . 
在 D 内可以把^分成解析 分支； 取 

(1 +之尸 

在割线上沿取实值的那一支. 

作闭曲线如图27,其中厂 £ 及厂分别是以 
O 为中心、 e 及 r 为半径的圆， r : 是以1为中 

心、 e 为半径的圆，在这里0< £ <^，广>2,于 
是我们有 


(1 _ i ) jel _ £ SIE 2 dx 
+( f f c ) 今1 (_ !3) 3 心 



图27 


27 riRes( 


z 


a - z ) : 


1 


(4.8) 


(1+ z) 3 

其中沿 r e 及 G 的积分是按顺时针方向取的，沿的积分是按反时针方向取 
的. 

与例2相类似，由 


(1 + 


lim(z — 1) 


V z(\ — z) 3 


一 3 


0, 


z — 1 (1 + 之 )3 

可以证 明：当 ^^0，/*—+00时，（4.8)左边后三个积分趋近于零.因此在（4.8)中 
取极限，就可看出积分 J 


(1 — i)J = 2TriResj 


z 


(1 


z 


(1 + 幻 3 


，一 1 


(4*9) 


最后，求 (4.9) 右边的留数，为此，求所选取 f r(l Z z _ ) 3 的分支在 ： 2：= - 1 的 
泰勒展式.由于这一分支在 2 - 1 的值是 h(l + i) (第二章第 7 段例 2) ，所求 

展式是 

Ul 二 7)] = e l4 [l — (z + 1)]4 [2 — (z + 1)]^ 

=万(1+0 l - j (2：+ l ) - 羞(之 + 1) 2 + …] 


X 


1_音 U + 1)- 盖(之十 I ) 2 十 
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二 ^2(1 + i) 


1 一 音(之 + 1) — (之 + I ) 2 + … 


① 


于是 


Res 


V z(l - z ) 3 
(1 + z ) 3 


代人(4.9)，最后求得/ = 
有些根式 


3 S 
64 L 


3^2 

128 


(1 + 0 . 


[(:c - a) k (x — b) n ~ k ] n 或 [(：r — a) k {x — b ) n ~ k ]~^ 

( a 及6都是实数， rz 及々都是正整数)与有理分式的乘积在某些有限区间上的 
积分，也往往可用解例3的方法去求出. 

5 .亚纯函数的零点与极点的个数•儒歇定理在本节中，我们应用留数来 
解决有关零点与极点的个数的一些问题. 

现在证明下列 引理： 


引理5 .1 设 / U ) 是在有界区域 D 内的亚纯函数，它在 D 的边界 C 上每 
—点解析，并且在(：上没有零点，那么 /( z ) 在 D 内至多只有有限个零点和极 
点. 

证设在区域 D 中去掉所有的极点，得一区域.显然， /( 幻在仏内不 
恒等于零.我们先证明它在内至多只有有限个零点.假定不是这样，从 /( z ) 
在 D 内亦即在1^内的无穷个零点中，取出彼此不同的零点组成一个序列丨&1 
(/1 = 1，2,3，一）.显然，|；^是一个有界序列，因而有一收敛子序列丨\1(6 = 1， 

2,3,…参看第四章习题四第2题）-设 lim 、 =之… 

jfe-»*+co n k 

不难看出，&不可能在 DRC 以外，因为否则它既不是 D 的内点，也不是 
D 的边界点.于是以有一邻域，在其中不含 D 内任 何点； 这与 q 是的极 
限点相矛盾. 

其次，由于 Um f ( z n ) = 0 以及 / U ) 在 C 上没有零点，可见 ^既不 可能是 

极点，也不可能在 C 上，因而4在0 1 内，由第四章定理6.2,这一结果与 /( Z ) 
在 Di 内不恒等于零相矛盾.这样就证明了 /(幻在以及 D 内至多只有有限 
个零点. 


考虑函数可以证明 /( 幻在 D 内至多只有有限个极点. 


①我们有 

[1-U 十 i>]i[2-U + i)] +二苑 e i2i ^[i-+U + D + …] x [1 - |(z + i) … ，由于所取分 
支在之二-1的值是行（1 + 0,我们可取是二 0. 
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不难看出，在引理 5.1 的假设中，把“亚纯函数”换成“解析函数”，那么 f(z) 
在 D 内至多只有有限个零点. 

现在研究函数在其零点或极点的邻域内的一种性质.设在 G ：0< U-^oi 
<只«十 00 ) 内， /( z ) 解析，不恒等于常数，并且没有零点；而^&是/(幻的 
零点或极点.于是在 G 内， 

/(之）=(之 - z 0 ) k ^ p ( z ), (5.1) 

其中少 U ) 在 U - z 0 |< J ? 内解析，并且不等于零，而先是一个不为零的整数.当 
q 是 / U ) 的阶零点时， 々 = 当 M 是 n 阶极点时， - n . 由（5.1)，我们 


有:在 G 内， 

f (z) = [(z - Z 0 ) k <p(z)Y = k + Cp'iz) 
f( z ) — (z - z 0 ) k <p(z) ~ Z - z 0 <p(z) 


(5.2) 


显然在 G - Uo I 内解析，在別有一阶极点，并且 



当之 0 是 /( 之）的 w 阶零点时 ， Res ( f ， z 0 j = n ;当之 0 是 w 阶极点时， 



综合以上结果，我们可 证明： 

定理 S .1 设 D 是在复平面上的一个有界区域，其边界（：是一条或有限 
条简单闭曲线.又设函数 / U ) 是在 D 内的亚纯 函数; 它在 C 上每一点解析，并 
且在 C 上没有零点，那么 


liz) 


dz = N - P 9 


(5.3) 


2jriJc f(z) 

在这里 N 及尸分别表示 / U ) 在 D 内零点及极点的总数，而且 每个& 阶零点或 
极点分别算作6个零点或极点. 

证 由引理5.1，/ (幻在 D 内至多只有有限个零点和 极点; 设它们分别是 
，……， 、和卩1，卩2， • • •，戸 n ，并且设它们的阶数分别是 k\，k 2 ，”、k m 和 / p / 2 , 


…，于是根据上述结果，函数在 D 内有一阶极点 q ， a 2 ，…，，汍,/? 2 , 
…，尾.而在这些点的留数分别是 ki，k 2 , …， k m ，一 1\， - 1 2 、.“， - .显然，在 D 

内其他各点以及在 c 上，函数解析.于是根据留数定理，我们有 


丄 f r(z) 

2mJ c f(z) 


dz 
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定理证完. 

(5.3) 有简单的几何意义.我们知道是多值函数 Ln / U ) 的导数.设 
q 是构成 C 的一条简单闭曲线.在 q 上每一点的一个邻域内 ， Ln /( Z ) 可以分 
成解析分支，根据覆盖定理，可以找到有限个这样的邻域覆盖 Cy 把它们按照 C , 
关于 D 的正向排列成 K ， V 2 ，…， V〆 ，（图 28) .在 q 上取 — = 

1，2,3, …， 

取定 Ln / Xz ) 在 z — z \ 的 一值： 

ln ! f ( zi ) )+ iarg f { z {) = wj . 

依次确定 Ln / U ) 在％内的解析 分支： 

gkM = In f ( z ) (In f ( z k ) = xv k ) (k = 1，2, …， 〆 ）， 

其中 g k _ x ( z k ) (々>2). 

由于在 V k -i f | V k 内，及沿 （ z ) 是 
同一个对数函数的解析分支，而且 
gk - x (^ k ) ^ gk (^ k ) = 

我们有 

gk-iiz) = g k (z)(z € v k ^ n Vk\ 

k — 2,3,…， m ’）- 

至于在 VV f ) h ， g m ^( z ) 及 幻（之）也是同一 

个对数函数的解析分支.可是这时不一定有 

gm^l) = gl (之 1 )， 

从而不一定有 

gmM = € v m f n v x ). 

于是 

ilc / u> dz ^ 忐2[沿(如 i ) ih )] 

1 

= 巧 [ gm ' (之 1) - glUl )]， 

其中 = 由于 

gk ( z ) = In ! f ( z ) I + iarg f ( z ), 

我们有 

gm ^( zi ) - g \( zi ) ^ iA c , arg / U >， 



① V k ^ r [ V k 表示。^及 V * 的公有点所组成的集. 
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其中 A Cj arg /U) 表示当 z 沿 C, 按关于 D 的正向绕行一周时， arg /(z) 连续变 
动的增 i. 这样，由定理 5.1 可得： 

系 5.1 在定理 5.1 的假设下，我 们有： 

N - P ^ ~ A c arg /(:) 

^^S^c.arg /“)， (5.4) 

在这里(^，0 2 ，(： 3 ，〜，(^是构成(：^所有闭曲线，对它们取关于0的正向，而 

N ， P 及 A c - arg /( ^)的意义与以上相同. 

在定 3^5.1 及系 5.1 中，把对 /(O 的假设 换成: “/U) 是在 D 内的解析函 
数，在 C 上每一点解析并且在 C 上没有零点”， （5.3) 仍然成立，不过这时 P = 
根据这一结果，可推出下列 儒歇定理 ： 

定理 5. 2 设 D 是在复平面上的一个有界区域，其边界 C 是一条或有限条 
简单闭曲线.设函数 /( 幻及 gU ) 在 D 及 C 所组成的闭区域 D 上解析，并且在 

c 上，|以^)|<|/(2)|，那么在1)上，/(；0及 / U ) + gU ) 的零点的个数相同. 

证 由于在 C 上， | gU ) l < l / U ) 丨，可见 / U ) 及 / U ) + gU) 在 c 上都 
没有零点，如果〜及]^分别是 /(Z) 及 /U) + gU) 在£>内的零点的个数，那么 
由系5.1， 

2 nN - A c arg f ( z ), 

2 kN ' = A C 3 Tg [ f ( z ) -H g ( z )] 

=A c arg f ( z ) + A c arg 1 + 矣 . 

我们要证明 iV 二 JV'. 为此，只须诋明 

A c arg[l + 努;;- 0. (5.5) 

当 zGC 时， |g(2r)| 〈丨 /(2：)丨，从而点 w ~ 1 + 总在 w 平面上的圆盘 

内.当2在 C ; 上连续变动一周时， arg w 从起始值连续变动仍然回 
到它的起始值(不围绕 w = 0)， 亦即 

△。严卜 + 韻]= 0 ， 

在这里 Cy 的意义与系 5.1 中相同.于是 (5.5) 得证.证完 • 

儒歇定理可以用来决定方程在一些区域内根的个数.现举例如下： 

例 1求方程 

之 8 — 5之 5 一 2之 + 1 二0 

在 Ul<l 内根的个数. 
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的洛朗展式中 f 的系数，那么 


Res(/， °°) = — a-i 


5. 试求下列函数在无穷远点的 留数: 


⑴ 

⑶ 


z 


⑵ 


e : 


(z 5 ~ 1)(2 ： -3) 

[提 示] 利用上题及第四章习题四第11题 (2) 的结果. 

6. 试把关于留数的基本定理1 . 1转移到 D 是扩充复平面上含无穷远点区域情形. 

7, 证明 ：如果 /(幻在扩充复平面上除了有限个奇点外，在每一点解析，那么这函数在所 
有奇点上的留数(包括在无穷远点的留数)之和是零. 

用此结果计算积分 


丄 


dz 


\z\ 


■2 ( z 5 - l)(z - 3) 


8. 求下列各 积分： 

① x 2 dc 


⑴ 

⑵ 

⑶ 

(4) 

⑸ 

⑹ 


0 (x 2 + l ) 2 ， 

广加 必 

0 1 - 2 acos 0 + a 2 


，其中0< a < 1; 


dx 


2 


0 a + 

.+ oo 


，其中 a >0； 


xsm x 


o 


dx; 


X 2 + \ 

+ °° sin x 
o x ( x 2 + 1) 


dx ; 


+ oo 


0 


In x , 

2 , i\2 d * 3： t 


: X 2 十 iy 


[提示]取^^的适当解析分支沿图 24 中的闭曲线积分. 


⑺ 


⑻ 


X 


\-a 


i ^ X 
ax 

e — e 


o e 1 ^ ~ e 


2 dx ， 其中 0 < a < 2; 

一 ax 

dr ， 其中 — 7 T < a < 7 C ； 


[提示]从顶点为-乂 1 ，叉 2 ，& + 2记以及-為+ 276(又 1 ，乂 2 >0)的矩形中挖去以0及 


为心的小半圆盘及小圆盘.考虑 - 


e 


1沿这区域边界的积分. 


e 


⑼ 


r + oo 


X 


: dx ; 


0 e — e — 

[提示]在上题所类似的矩形中，只挖去以0为心的小半圆 • 


( 10 ) 


sin 2 x 

~ T 


dx; 


0 X ' 

[提示]这一积分可 化为： 


X 


dx. 


x 





( 11 ) 



cos x — e 


一 ： r 



dr; 


[提示]考虑第一象限内以半射线 aigz = 0 及吨 z = f 为边界的扇形. 

(12) r °° 其中整数 n >2; 

Jo 1 + 工 

[提示]考虑第一象限内以半射线 arg z = 0 及 arg 2 = ^为边界的扇形. 
r+°° i n 

(13) ^~ dx ; 

Jo X - \ 


(14) 




⑽其中被积函数是有关多值函数的任一解析分支，并且积分是 


沿圆丨5：丨= 2按反时针方向取的_ 
9. 试由 


f + °° —A 

e dx = 9 

Jo z 

证明： 

r+oo r+oo 「4 

(1) cosr 2 dr = sinr 2 dr = — z — ; 

Jo 」o 4 

[提示]考虑在第一象限内以半射线 arg z = 0 及 arg 2 = |为边界的扇形. 

(2) e _JC cos 2 hxdx = ^ e _A ，其中 A > 0. 

Jo Z 

[提不 ] 考虑以 - ，叉2 ， Xj + i / i 及 - Xi + iA 为顶点的矩形. 

10. 试证: 在定理 5.1 的条件下，如果在闭区域 D 上解析，并且 ai ， a 2 ，… ，〜及 
Pu 轉2 ,…， fin 分别是 /(3 T ) 在 D 内的零点和极点，而其阶数分别是 k '， k 2, …， k m 及乙， Z2 ，…, 
夂，那么 

/ M dz = 

11. 应用儒歇定理，求下列方程在 kl < l 内根的 个数： 

(1) 之 8 一 4之 5 + z 2 ~l =0， 

[提示]令 f ( z ) = z s -4 z 5 ; 

(2) z 4 ~ 5 z 十 1 = 0， 

[提示]令 f ( z ) = ~5 z ; 

(3) z = 在这里 pU ) 在 kl < l 上解析，并且 l ? Kz )|< l . 

12. 试用儒歇定理证明代数基本定理. 

13. (1) 计算积分 

■ fo ° x 3 dx 

.o 工 6 + r 
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[提示]考虑沿扇形 | d < i ?，0< arg 之<智|边界的积分. 

⑵设 n 幻及 QU ) 是两个多项式，而且 PU ) 的次数小于 QU ) 的 次数； 设 Q ( z ) 
在原点及正实轴上没有零点.证 明： 当整数时，积分 


Q(^) 


dx 


的值可以用在角形 A 二 h |0< ar g z <$} 中的留数表示 出来： 

r __ 2 m D / P ( z n ) \ 

1 - 1 一 e 2 蜘’長 M (3“” 叫， 

其中 Z 是 QU n ) 在 A 内的所有零点构成的集. 

14. 设解析函数序列 IAU ) 丨在区域 D 内内闭一致收敛于不恒等于零的函数 /( z ). 应用 
儒歇定理， 证明： 

(1) 如果 / n U)(n =1，2,…）在 D 内没有零点，那么 / U ) 在 D 内也没有 零点； 

(2) 用 Z „ 及2分别表 示 /^ U ) 及 f ( z ) 在 D 内的零点集，那么对于任何正整数/>， 

n^-p j^= 1 n~ p 

其中 ir $ 表示 uz „ 的闭包，即 uz n 与其所有聚点组成的集的并集， 

n^p n^p n^p 
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具有这一性质.先证明下列 引理： 

引理 1.1 设函数 /( 幻在：=列解析，并且叫二 / U 0 ). 设 / Uo ) = 

f ( z 0 )x /^ — 1 )(之 0 ) = 0，/^ > (之 0 )关0(户=1，2,3广.），那么/(之）-如0在 

M 有 p 阶零点，并且对子充分小的正数…存在着一个正数//，使得当 

0< | XV - VUq I 时，/ '(2：) — W 在0< \ Z — Zq \ Kp 内有户个一阶零点 • 

证 f ( z )^ XVq 在^0有 p 阶零点是显然的.为了完成引理的证明，要应用 
儒歇定理.由于 /( 幻不恒等于常数, /U) 不恒等于零，可以作出以別为心的一 
个开圆盘0:|2-&|<卜其边界为 C， 使得 /( 幻在5 = 011 c 上解析，并且使 
得 /U)-W Q 及 /U ) 除去2二 M 外，在 D 上无其他零点，那么 

min 1/(z) — w 0 I = ；/ > 0. 

之 6 C 

取 W， 使 0 〈丨 W - Wo I <户.现应用儒歇定理，比较 f ( Z ) — W 及 f ( Z ) — XVq 
在 D 内的零点的个数.由于 


f ( z ) - VO — (/( z ) - w 0 ) + ( w 0 — w ), 

而当 zGC 时， 

\ f(z) - wo I 一加 ol >0 ， 

可见 /( Z )- W 及 / U )- 在 D 内的零点个数同为户（每个 77 阶零点算作 n 

个零点）. 

最后只须证明 / U ) - W 在 D 内的每个零点 U 都是一阶的.这是因为 
所以而 [/( 之 ）— zvY z ^ l z ^0 . 引理证完. 

由引理 1.1 可以 推出： 

定理 1.1 设函数 / U ) 在区域 D 内单叶解析，那么在 D 内任一点， 

/ U )#0. 

假定在那么由引理1.1，可导出与单叶性相矛盾的结 
论. 

由定理 1. 1，如果一个函数在区域 D 内单叶解析，那么它的导数在 D 内任 
一点不等于零.可是这定理的逆定理不成立.例如 w 二/的导数在=平面上任 
一点不为零，而这函数在整个^平面上不是单叶的，但由引理 1.1 可得： 

定理 1.2 设函数 W = / U ) 在; r = z 0 解析，并且/(列)弇0•那么 / U ) 在 

M 的一个邻域内单叶解析. 

现证明下面 定理： 

定理 1.3 设函数在区域 D 内解析，并且不恒等于常数，那么 
Di-/(D) 是一区域，即/确定从 D 到 Di 的一个满射 ♦ 

证先证明是一开集，也就是证明任一点是 Di 的内点.设 
zoGD ， 并且 / U 0 ) = w 0 .由引理1_1，可以找到一个正数戸，使得对于任何满足 


1. 单叶解析函数的映射性质 


| ZVi - W 0 I 的复数 ，我们有 q ，使 f ( zi ) = ZVi ， 因此开圆盘 | 7 X » - I 

<//包含在功内，亦即柳是仏的内点（图 29). 

其次，证明在 Di 内任意不同两点 , 一 ^ ' 

切！及可以用在内的一条折线连 / y /f \ \ 

接起来.我们有之1，乃，使得 /( 之 1) J 2, / \ (/ r^^y 、 

= Wb / 02 ) = W 2 •由于 D 是一区域，在/ J 

d 内有折线 (J V J 

z = z(t)(a ^ t ^ b) VSss —- - ^ 

连接 q 及 2 ： 2 ,在这里 Zi = z ( a ) 9 z 2 = 

之 （6) ■函数 w = / u ) 把这条折线上每一 m29 

条线段映射成 Di 内一条光滑曲线，从而 

把这折线映射成内连接 Wl 及的一条分段光滑曲线 r : 

^ = f { z ( t )){ a ^ t ^ b ). 

另一方面，由于厂是!^内的一个紧集，根据覆盖定理，它可以被内有限 
个开圆盘所覆盖，从而在内可以作出连接 Wl 及的折线，定理得证. 

如果 w = / U ) 在区域 D 内单叶解析，那么由定理〗.3,它把区域 D 双射成 
区域1^ = /( D ) •于是 w = /( z ) 有一个在 Di 内确定的反函数 z = p ( w ). 可以 
证明： 

定理 1.4 设函数 w = / U ) 在区域 D 内单叶解析，并且= /( D )， 那么 
w = /(2：) 有一个在 Di 内单叶解析的反函数 2 ：=炉（ w )， 并且如果 D i9 
Zo = p ( Wo )， 那么 


/ (Wo) = 7 Uo )- 


( 1 . 1 ) 


证先证内任一点加=如0连续，由引理1,1，任给6>0, 
选取这一引理结论中的正数 < 0及^，使得 / ><£，那么当|加-切()|<；/时， 

I q>(w) - <p(u?o) \ < /0 < e , 

因此内任一点连续. 

现证明（1.1)，当 w 关叫，并且时，我们有 zeo , 
z 9 ^ z 0 .^M 

<p(zu) — cp(zvo) Z — Zq I XV — Wo 


W — Wq 


z - Zq 
U) — ZVq 


ZV — XVq 
Z ~ Zq 


因为当 ZV^ZVo 时， 2： = < p ( w)—^ZQ = < p ( vUo ) ，所以 

Ihn 9>M-rM =1 /( lim ^^0) =1 /( lim 

XV X£Jq / V Z Zq / / \ z— % Z Zq 
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^7Wr 


于是 （ 1 . 1 ) 得证. 

2 . 导数的几何意义 设加二 / U ) 是区域 D 内的单叶解析函数.设 mGD ， 
wo 二 / Uo ). 由第1段中所述结果， / Uo ) 尹 0. 考虑在 D 内过判的一条简单光 
滑曲线 C : 

z 二 z ( t ) — x ( t ) + iy ( t ) {a ^ t ^ b ) ^ 

其中 xU ) 及 yU ) 是 ) 的实部和虚部.设 z { t ^) ~ ^ b ^\). 

由于 


= z(t) = x{t) + xy'it), 

曲线 C 在 2 =別的切线与实轴的夹角是/(以）的辐角 Arg 〆 (>()).现作证明如 
下： 

作通过曲线 C 上之 点別: - zUo ) 及 q = 2( h ) 的割线，由于割线的方向与 
向量^1^5的方向一致，可以 看出： 只要当 q 趋近于以时，向量^1^2与实轴 

尤 1 一广0 ^1 _ ^0 

的夹角 arg 连续变动趋近于极限，那么当 q 趋近于％时，割线确有极限 

^1 ~ ^0 

位置，即为曲线 C 在 z = ^的切线的位置，但由光滑曲线的条件，极限 

lim y - ? : z(.to) 7^ 0 

勺 ~^o r l — 1 0 

存在，因此下列极限也 存在： 

limargT 1 - 7 ^ = arg z ( t 0 ); (2.1) 

£ 广0 艺1 _ 

它就是曲线 C 在之 0 处切线与实轴的夹角，在这里辐角是连续变动的，并且极限 
式两边辐角的数值是相应地适当选取的. 

函数 W =/ U ) 把简单光滑曲线 C 映射成过 wo = / Uo ) 的一条简单曲线 


r ： 


XV — ^ ^ 6 ). 

由于 t = / U ( r ))/ G )， 可见 r 也是一条光滑 曲线； 它在加0的切线与实轴 
的夹角是 

arg f ( z ( t 0 )) z / ( t Q ) = arg /( z 0 ) + arg 2r "( i 0 ). (2.2) 

由 （2.1) 及 (2.2)， r 在处切线与实轴的夹角及 C 在別处切线与实轴的夹角 
相差为 arg /( z Q ). 这一数值与曲线 C 的形状及在 zo 处的切线的方向无关. 
设在 D 内过 w 还有一条简单光滑曲线^^:之^^ ㈠ ^函数加二/^幻把它 
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映射成为一条简单光滑曲线 JVw 二 /( q ( o ) .与上面一样， c , 与厂,在及 
购 处切线与实轴的夹角分别是 arg WUo ) 及 

哗 /(之 i ( h ))/ iUo ) = arg f(z 0 ) + arg z [( t 0 ). (2.3) 

比较 (2.2) 及 (2,3)， 就可看出在处曲线厂到曲线八的夹角恰好等于在 zo 
处曲线0到(^的夹角（图 30): 



图 30 

啤 f UiUo))/i(h) — arg f(z(t 0 ))z(t 0 )^srg z[(t 0 ) ~~arg z(t 0 ). 

这样 ，用单叶解析函数作映射时，曲线间的夹角的大小及方向保持不变 .这 

一性质称为单叶解析函数所作映射的_§. 

以上对单叶解析函数的导数的辐几何解释，现在再说明它的模的几 
何意义.根据以上假设，我 们有： 

I/U ) 卜 lim Lg_ 『 ) ： /( p )l. 

z^z 0 \ Z - Zo\ 

由于 i / Uo ) I 是比值的极限，它可以近似地表示这种比值.在 

如=/(之）所作映射下， k-al 及 l/U)-/Uo)l 分别表示 z 平面上向量厂之 0 
及 u； 平面上向量 /(Z) - /(別)的长度，这里向量 z _ 及 f { z ) - /( M) 的起点 
分别取在 W 及 /Uo ), 当丨较小时， 1/( Z。） 丨近似地表示通过映射后， 
1/(2:) - /(❽）I对 u - q 丨的伸缩倍数，而且这一倍数与向量5; - 2() 的方向无 
关.我们把 |/Ua)| 称为在点 Z0 的 

现在用几何直观来说明单叶解 iii 所作映射的意义.设 tu = / u ) 是在 D 
内解析的函数，那么 W 二 /( Z ) 把2：0的一个邻 
域内任一小三角形映射成 W 平面上含加0的一个区域内的曲边三角形.这两三 
角形的对应角相等，对应边近似地成比例.因此这两三角形近似地是相似形.此 
外 ， w = / U ) 还把 z 平面上半径充分小的圆 U - mI 近似地映射成圆 

\ XV - Wq\ = I f (zq) \ p(0 < p • 

根据上述理由，我们把单叶解析函数所确定的映射称为或 M ®， 或 
称为共形映射或保角映射.这种映射把区域双射成区域，它保且 
在每一点具有一定的伸缩率. 
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本章开始时所提到的拟保形映射也是一种单复变函数所实现的映 
射. 在它的定义域中每点 M 的邻域内，您(幻把 Z 平面上以別为中心、半径 
充分小的圆近似地映射成如平面上以 gUo ) 为中心的椭圆. 

§2. 分式线性函数及其映射性质 


3. 分式线性函数 线性函数是在复变函数论中经常用到的工具，在研究保 
形映射的一般理论以及作某些简单区域的保形映射时都要应用到它.所谓_ 
线性函数就是指下列形状的函数； 一 


IV = 


az + ^ 
7 z S 


(3.1) 


这里 a ， jS ， y 及 S 是复常数，而且 W - 办# 0. 上列最后条件是为了保证函数 
(3,1) 不恒等于常数.在 y = 0时，我们把 (3.1) 称为整线性函数. 

函数 (3.1) 的反函数 


z 


8 w + B 


yw 


a 


(3-2) 


也是分式线性函数，其中 （ - d )(- a )~ 办# 0. 


显然，当 y = 0 时，函数 (3.1) 是把^平面双射到 w 平面、即把 C 双射到 C 


S_ 

7 


双射到 c - 


的单 


的单叶解析 函数; 当 y 关0时，函数 (3.1) 是把 C - 
叶解析函数. 

我们可以把函数 (3.1) 的定义域及值域推广到扩充复平面 Coo . 当 y 二0时， 


约定(3_1)把 z 二 oo 映射成 w = oo ; 当 y 关0时，约定 （3.1) 把 f 及 z 


分别映射成切=的及如.于是 （3.1) 把扩充 z 平面双射到扩充 w 平面，即 
把 Co 双射到 Coc . 

现在把保形映射的概念扩充到无穷远点及其邻域，如果£=^^把 Z = Z <) 
及其一个邻域保形映射成 i = 0及其一个邻域，那么我们说 w = / U ) 把 ^ = 

及其一个邻域保形映射成加= a 及其一个邻域.如果 i = 把？ = 0及其 

一个邻域保形映射成 f =0及其一个邻域，就说 w = /(2)把 Z = oo 及其一个邻 
域保形映射成 ™ = 及其一个邻域.根据这些定义，函数 (3.1) 把扩充 Z 平面保 
形映射成扩充 W 平面，即把 Coo 保形映射成 Coo . 

连通性和区域概念可以推广到含无穷远点的集合.参照§ 1，可见 (3. 1) 把 
Coo 中的区域保形双射成 Coo 中的区域. 
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函数 (3.2) 是 （3.1) 的反函数•对于它有与上述相应的说明. 
一 般分式线性函数是由下列四种简单的函数叠合而得的： 

(1) zv = a(a 为一复数）； 

(2) W = 为一实 数）； 

(3) r 2( r 为一正实数）； 


⑷加：；. 

事实上，我 们有: 


VU — 


az + P 

d 



(y = o), 


XV 


az + 0 _ ^ ~ aS 


(y # 0). 


把 z 及 w 看作同一复平面上的点.由第二章第1段中例 1— 例3,我 们有: 

(1) W = Z + Of 确定一个平移； 

(2) w = 确定一个 旋转； 

(3) 确定一个以原点为相似中心的相似 映射； 


(4) 加^丄是由映射:^二士及关于实轴的对称映射加二心叠合而得. 

Z Z 

4. 分式线性函数的映射性质 现在我们研究一般分式线性函数的映射性 
质. 

我们约定，把扩充复平面上任一直线看成半径为无穷大的圆.根据这一约 
定，我 们有： 

定理 4.1 在扩充复平面上，分式线性函数把圆映射成为圆. 

这一性质称为分式线性函数所确定映射的保圆性 • 

证 我们已知，分式线性函数所确定的映射，是平移、旋转、相似映射以及 


丄型的函数所确定的映射组成的.前三种映射显然把圆映射成为圆，现在只 

Z 

须证明 W = 丄也把圆映射成为圆 - 
2： 

在圆的方程 

a{x 2 + y 2 ) + bx cy d ~ 0 (4.1) 

(如果 a =0, 这表示一条直线）中，代入 

7 — Z Z Z - Z 

x + y = zz ^ ―~~ ， 


azz + /3 z + d = 0, 


则得圆的复数 表示: 


(4.2) 
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在这里 a ， b ， c ， d 是实常数，= + + ic ) 是复常数. 


函数從二丄把以」)映射成为 
z 

dmw -H ^uu + + a 二 0 ， 

亦即 w 平面上的圆（如果 d = 它表示一条直线，即扩充 w 平面上半径为无穷 


大的圆）.定理证完. 

设分式线性函数 (3.1) 把扩充 z 平面上的圆(：映射成为扩充 w 平面上的圆 
C ' 于是 C 及 C ' 把这两个扩充复平面分别分成两个没有公有点的区域 
及 Di ， D 〗， 其边界分别是 C 及 C ' 由上节中的说明， （3.1) 把映射成 Dj 或 
Di 之中的一个区域，究竟 Di 的象是还是可以通过检验中任一点的 


象来决定. 

既然分式线性函数 (3.1) 把扩充 z 平面上的圆映射成为扩充 w 平面上的 
圆，那么在扩充 z 平面及扩充 w 平面上分别取定一圆 C 及 C '， 是否可以找到一 
个形如 (3.1) 的函数把 C 映射成 C '? 为了解决这一问题，先 证明： 

定理 4.2 对于扩充 Z 平面上任意三个不同的点 q ，3：2, =3以及扩充 w 平 
面上任意三个不同的点 W 3, 存在 唯一的 分式线性函数，把 Z 3 分 

别映射成 Wi ， W 2 ， w 3 • 

证先考虑已给各点都是有限点情形.设所求分式线性函数是（3.1)，那么 


由 




( XZ k + /? 

yz k + 8 


(k = 1,2,3). 


算出 W ~ w 3 — Wi , VU ^ ― W 2 , 并且消去 a ， S ，就得到 


(4.3) 


U) — UJ\ ~ Wi Z — Z\ m — Z\ 

— • -— • 

ZV — XV2 W3 — XV2 Z — %2 之 3 — 之 2 


(4.4) 


从 (4,4) 可解出所求的分式线性函数 （3.1) .这一分式线性函数是唯一的•事实 


上，假定有另一函数 


+ A fn 

W 二 V~ZT" 1 ) 

7 iz + o \ 

满足已给条件，那么在 (3. r ) 代人已给数值，并且消去^， A ， h 及 A ，我们仍然 
得到 <4. 4)，从而 (3.1) 及 (3.0 表示同一分式线性函数， 

其次，如果已给各点除 w 3 = oo 外，都是有限点，那么所求函数有下列形式： 


w 


az + 0 

7(之_之3) ’ 


并且 


_ az k + 曰 
Wk 二 


(k = 1 , 2 ). 
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算出 vu - w — W2, 并且消去 a ， 卢及 /，就得到 




Z - Zi ■ Z 3 - z l 
Z - Z 2 f - Z 2 


(4.5) 


由此可解出所求函数，与上面类似，可以看出它是唯一的. 

粗略地说，在 (4.4) 中令就得到(4乃）. 

对于 Zi ， Z 2 9 Z 39 VU l 9 r W 2 yUJ 3 中有一些数为无穷大的另一些情况，也可推出 
与 （4.4) 及 (4.5) 相类似的结果.读者自己可完成定理的证明. 

等式 （4.4) 及 （4.5) 的左边及右边分别称为 w \ , xv2 9 vu , zvj 以及 z\j zzyZj 
的袭述 _ 分别记作（加1，加 2 ,7^，加 3 )及0 1 ，之 2 ,2：，之 3 ).由此 可得： 

系 4.1 在分式线性函数所确定的映射下，交比不变. 

设一分式线性函数把扩充 Z 平面上任意不同的四点 q，Q，z 3 ，z 4 映射成扩 
充 W 平面上四点叫，那么 

= (zvi , W2? W 3 , w 4 ). 

从定理 4.2 还可 推出： 

定理 4.3 扩充 z 平面上 任何一 个圆，可以用一个分式线性函数映射成扩 
充 w 平面上任何一个圆. 


事实上，在2：平面及 W 平面的已给圆上，分别选不同三点 ZijZ 2 fZ 3 及不同 
三点 Wi ， Xt；2, W3, 那么把2^1，^2, ^3分别映射成 Wi , VU 2 yVU 2 的分式线性函数， 
就把过 Zi , Z 2^ Z ^ 的圆，映射成过 ZVi , ZV 2, W3 的圆. 

我们还讲述分式线性函数的另一个重要的映射性质.这里先引进一个定义. 
我们已经知道关于直线（半径为无穷大的圆）的对称点的 定义； 直线上的点是它 
本身关于这直线的对称点，现在对于半径为有限的圆，引进两点对称的定义如 
下：设已给圆 C: \ z - zq \ = R(OKRK + °°),如果两个有限点 z \ 及 Z2 在过 a 
的同一射线上，并且 

I 之1 一 之()11 之2 一之 ol = R 2 , 


那么我们说 A 及 z 2 是关于圆 C 的对称点.于是圆 C 上的点是它本身关于圆 C 
的对称点.我们还说別对称点' 我们有下列 定理： 

定理 4.4 如果分式线性函数把 z 平面上的圆 C 映射成 w 平面上的圆 C" ， 
那么它把关于圆 C 的对称点 q 及2 2 ,映射成关于圆(^的对称点及 W2 . 

先证明对称点的一个基本 性质： 

引理 4.1 不同两点 q 及&是关于圆 C 的对称点的必要与充分条 件是: 
通过 q 及&的任何圆与圆 C 直交. 

证如果 C 是直线(半径为无穷大的 圆）； 或者 C 是半径为有限的圆，而^ 


①参看第二章第1段，例 3. 
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及 a 之中有一个是无穷远点，那么这一引理中的结论是明显的. 

现在考虑圆 C 为丨2： - rol = i ?(0<_ R < + °°)， 而 及； 2：2都是有限点的 
情形. 

先证明条件的必 要性. 设 q 及 q 关于圆 C 为对 
称，那么通过 q 及 A 的直线(半径无穷大的圆）显然 
与圆 C 直交.作过^及 q 的任何(半径为有限的）圆 
r (图31)，过 a 作圆 r 的切线，且设其切点是于 
是 I 〆 - 之 0 1 2 = \ Zi - Zq\ m \ Z 2 - z 0 \ = i ? 2 ， 从而 
U'-ql = 只.这表明了 〆 €(：，而上述 r 的切线恰 
好是圆 c 的半径.因此 r 与 c 直交. 

其次，证明条件的充分性.过 q 及&作一（半径 
为有限的）圆！\与圆 c 交于一点 〆 .由于圆 r 与 c 
直交，厂在 〆 的切线通过圆 c 的心巧.显然，&及 z 2 在这切线的同一侧.又过 
Z \ Rz 2 作一直线 L ， 由于 L 与 C 直交，它通过圆心&.于是 q 及 z 2 在通过 M 
的一条射线上.我们有 

I ^1 - 2 ；ol • I 之2 — Zol =尺 2 . 

这样就证明了 q 及 A 是关于圆 C 的对称点，引理 4.1 得证. 

现在来证明定理 4.4 .过及的任何圆是由过 q 及 z 2 的圆映射得来 
的.由引理4.1，过^及 u 的任何圆与圆 C 直交，从而由分式线性函数的保形 
性，过 M 及的任何圆与圆 CT 直交.又由引理 4. l ， Wl 及关于圆 CT 为对 
称， 

例 考虑扩充 w 平面上的一圆 | W |= R . 分式线性函数 

Z - Zi 

W = - 

z - Z 2 

把^及 A 映射成为关于圆 \ w \^ R 的对称点0及⑺，把扩充^平面上的曲线 

= R (4.6) 

Z — Z2 

映射成为圆 | w | =2^由定理4.1及4.4，(4.6)表示在2平面上的一圆，9及之 2 
是关于 (4.6) 的对称点， 

5. 两个特殊的分式线性函数 现在我们引进两个常用的特殊分式线性函 
数- 

(1) 试求把上半平面 Im 2：>0 保形映射成圆盘 | W |<1 的分式线性函数. 
这种函数应当一方面把 Im z >0 内某一点; 2： o 映射成 w = 0，一 方面把 Im 2： 
= 0映射成 UI =1，由于线性函数把关于实轴 lm ：^0 的对称点映射成关于圆 
U 卜1的对称点，所求函数不 仅把別 映射成 w = 而且把^映射成 oo. 






因此这种函数的形状是 
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Z - Z 0 


其中 A 是一复常数.其次，如果 2 是实数，那么 


I | | r % r i — i ■ ■•[ 

I Z 一之 o I 

于是 A 二#，其中 0 是一实常数.因此所求的函数应是 


w 


Z - Zo 


(5.1) 


现在证明 (5.1) 确是所求的函数.首先，如上面所述，由（5.1)，当 z 是实数 
时， | w | =1.因此 （5.1) 把直线 Im 2 = 0映射成圆 | w | =1，从而把上半平面 
Im z >0 映射成 | w |< l 或 | w | >1.其次，当 ^ = 时 ， UI =0<1.证完（参看 
定理 4.1 后面的说明）. 

根据分式线性函数的性质，圆盘 | W |<1 的直径是由通过 q 及 lo 的圆在上 
半平面的弧映射 成的； 以 t ^-0 为心的圆是由以^及 lo 为对称点的圆映射成 
的； 而 u ; = 0 是由 r = M 映射成的.如图 32. 



图32 

(2) 试求把圆盘 | z |< l 保形映射成圆盘 | w |< l 的分式线性函数. 

这种函数应当把 kl < l 内一点映射成 u ；=0, 并且把 UI =1映射成 

|加| = 1.不难看出，与；^关于圆 | z | =1为对称的点是1，与上面一样，这种函 

之0 

数还应当把士映射成 w = 于是它的形状是 

之0 

Z - ZQ z - Zp 

功 = A Z- 1/^0 = Xl l-z 0 z^ 

其中 A 及 AiS 复常数.其次，当 k 卜1时， 

1 — ZqZ = ZZ - ZqZ — z(z — Zq) J 


于是 
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Z ~ ZQ 
1 一 ZqZ 


因此，，其中0是一实数，而所求的函数应是 


= ^ 之—之0 

1 - z Q z 


(5.2) 


现在证明 (5.2) 确是所求的函数.首先，如上面所述，由（5.2)，当 UI =1时， 
| u ；|= l .因此 (5.2) 把|^|<1映射成 | w |< l 或丨 w |> l .其次，当2：=2：[)时， 
\ vu \ =0<1，证完. 


根据分式线性函数的性质，圆盘 lwl<l 内的直径是由通过 q 及+的圆在 

之0 

UI <1 内的弧映射 成的； 以 w = 0 为心的圆是以 M 及丄为对称点的圆映射成 

之0 

的； 而是由^ = 映射成的•如图 33. 




图33 


§3. 黎曼定理 

6. 最大模原理•施瓦茨引理 为了讲述保形映射理论中的黎曼定理，先引 
进最大模原理及施瓦茨引理，这些都是解析函数的重要性质 ； 除对保形映射外， 
它们还有许多重要的应用.由本章定理 1.2 可立即推出最大模 原理： 

定理 6.1 如果函数 W = 在区域 D 内解析，并且 |/ U )| 在 D 内某一 
点达到最大值，那么 / U ) 在 D 内恒等于一常数. 

证 由定理 1.3, 假定 /( z ) 在 D 内不恒等于一常数，那么 Df / XD ) 是一 
区域.设 1/(2：) I 在 zo^:D 达到极大值.显然， = /(別），而且 wo 必有一 
充分小的邻域包含在内.于是在这邻域内可找到一点‘满足 I u / I > U 0 1， 
从而在 D 内有一点 〆 满足以及1/(/)|>|/(^)|，这与所设矛盾, 
因此 /( z ) 在 D 内恒等于一常数. 

定理 6. 1说明，在一区域内不恒等于常数的解析函数，其模数不可能在这区 
域内达到最大值.由此可以 证明： 
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系 6.1 设 D 是一有 界区域，其边界为有限条简单闭曲线设函数 /( z ) 
在 D 及其边界所组成的闭区域 D 上连续，在 D 内解析，并且不恒等于常数.设 
M 是 |/ U )| 在 D 上的最大值，即 / U ) 在 D 上的最大模，那么 /( O 在边界 C 
上而且只在边界 C 上达到最大模. 

证 由第二章定理1.3, /( Z ) 在5上达到它的最大模 M . 假定 / U ) 在 
qGE ) 达到最大模 M ， 那么 |/( z ) | 在邛达到最大值.于是由定理6, 1，/ U ) 恒 

等于常数，与假定相矛盾.因此 /( 幻在 C 上达到最大模 M . 

最大模原理有种种证法，这里讲的只是一种证法.现在应用这原理来证明施 

瓦茨 引理： 

引理 6.1 设 / U ) 是在开圆盘 UI <1 内的解析函数.设/(0)二0,并且当 
Ul < i 时， |/( Z )|<1 .在这些条件下， 

(1) 当 kl<i 时， l/U)l<l 之 I ， 

(2) |/(0)|<1； 

(3) 如果对于某一复数 z 0 (0< U 0 I <1), l / U G ) I 二 I mI ， 或者如果 
|/(0)卜1，那么在 kl < l 内， 

f(z) = Xz 9 (6,1) 

其中 A 是一复常数，并且 Ul = l . 

证 由于 /( o )= o ，/ u ) 在 ld<l 内有泰勒展式 

fix ) = a 1 z -h a 2 ^ 2 + + a n z n + = zg ( z ). (6.2) 

其中足（之）=〜+ £^十一在丨2：|<1内解析.因为当丨之|<1时，|/(之）|<1，所 
以对于 kl = r (0< r < l )， 我们有 

IgU ) 丨二 _ < 丄. (6.20 

由最大模原理，当时，仍然有 

igU)l <7- 

令 r — 1，我们就得 到：当 UI <1 时， 

I g(z) \ ^ 1. (6,3) 

于是当 0< kl < l 时， 

紐 <1 ， （ 6,3，) 

z 

亦即 

l /( z )| < izl . (6.4) 

由于/(0)二 0,(6.4) 当2=0时仍成立•这样就证明了引理中结论 （1) .由 （6. y ) 
不难得到结论 (2). 
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设在某一点 z 0 ( 0 < | z 0 \< l ),\ f ( z Q )\^ 

|以2)|在^)达到它的最大值 1. 或者设 1/(0) I 二 1. 那么在 (6.2') 中取 z —0 时 
的极限，就得到 4(0)1 = 1/(0) |=1，即 lgU ) l 在0得到它的最大值 1. 因此由 
最大模原理，在这两种情况下，在 | z |< l 内， gU ) 二 A ， 其中 A 是一个模为1的 
复常数，由 （6, 2)，引理证完. 

施瓦茨引理表 明：设 / U ) 在 UI <1 内解析.设在映射 W = /( 幻下， UI <1 
的象在 | u ，|< l 内，并设0 二 /(0)，那么 

(1) I 2 ：丨 < r (0< r < l ) 的象在 | 之 上； 

(2) |/(0)|<1； 

(3) 如果某一 w (0< Uol < l ) 和它的象的模相等，或者如果1/(0)|=1，那 
么 /(2：) = Az ， 其中 A 是一模为1的复常数. 

7. 黎曼定理及边界对应概念在第5段中，找到了在上半平面 Im z >0 内 
一个单叶的函数(特别是一个线性函数），把 l m z >0 保形双射成圆盘 | W |<1. 
自然发生下列问题 :任给 z 平面上的一个单连通区域 D ， 是否可以找到一个单叶 
函数把 D 保形双射成丨 w I < 1呢？这一问题不一定有解.例如，如果 D 是 z 平 
面，其边界只含一点，即无穷远点，那么就找不到一个单叶函数 w = / U )， 把^ 
平面保形双射成 UI <1 .事实上，假定有一个这样的函数 w 二 / U )， 那么它是 
一个有界的整函数，从而/(幻=常数，与假定相矛盾. 

黎曼提出了下列黎曼映射 定理： 

定理 7.1 设伞 ffidi 的任何单连通区域，但不是整个 平面; 设 
D . 那么有一个、并且只有一个在区域 D 内的单叶函数 W = / U )， 满足 / U 0 ) = 
0，/(^>)>0，并且把0保形双射成 | <1. 

上列定理是黎曼在1851年提出的，可是他的证明有缺陷，直到1900年 
W . F . 奥斯古德才作出严格的证明. 

定理 7.1 表明满足 / Uo ) 二 0，/ Uo )>0® 并且把 D 保形双射成 丨汉，|<1 的 
单叶函数 w 二 / U ) 存在，而且是唯一的.现证明这定理中有关唯一性部分.存在 
性部分的证明可参看附录五. 

定理 7.1 中唯一性的证明 证明中要应用施瓦茨引理及最大模原理.假定 
有两个函数及 w = / 2 U ) 满足定理7,1中的条件.显然 w = / 2 U ) 的 
反函数 z = 把圆盘 I W |<1 保形映射成区域 D •于是 

F ( w ) = / l [ p 2( W )] 


①这条件表 明：过 的光滑曲线 C ， 映射成过二0的光滑曲线，而 C : 及 L ' 分别在別与0 
的切线有相同斜率.还表 明：有 关单叶函数依赖于三个实参变数.事实上，这条件相当于三个含实数的式 





把 i ^ i < i 映射到本身，并且 

F(0) = /i [ 沪 2 ⑼ ]= fi(z 0 ) = 0. 

由引理6.1， 

I F(xv) I < 丨 w I • 

把 W = / 2 U ) 代人上式，我们 有：当 rGD 时， 

I /l(^) I < I /2( 之）丨 t 

交换 AU ) 与 / 2 U ) 的地位.类似地 有：当 zGD 时， 

I fliz) j < I fl(z)\ . 

所以当 rGD 时， 

I /l(z ) 丨二丨 fz(z) I . 

因为函并且 / iU 0 )>0， AU 0 )>0, 所以在 D 内 

解析•又因这一函数的模恒等于1，根据定理6.1，我们有 

f\(z) ^ e id f 2 (z), 

其中0是一实数.又由于 

/i(zo) >0 ， / 2 U 0 ) >0 ， 

可推出^ = 1，从而证完. 

在定理 7.1 中，如果对所求单叶函数 W = / U ) 不要求 / Uo )=0，/( z Q )> 
0,那么由第5段中的(2)，把 D 保形双射成 | W |<1 的单叶函数有无穷多个.再 
应用一次定理 7. 1，可见对 w 平面上任何不是全平面的单连通区域，把 D 保形 
双射成这区域的单叶函数也有无穷多个. 

用分式线性函数作映射，可见定理 7.1 对于扩充 z 平面上不是整个扩充平 
面的单连通区域也适用，所谓 D 是扩充^平面上的单连通区域，就是说 D 内任 
何闭简单连续曲线的内区域或者外区域中每一点属于 D . 例如，多边形的外区域 
是单连通的还是多连通的，将根据我们是否把无穷远点包括在内而定. 

黎曼定理在复变函数的理论及其应用上都有极其重要的意义.在理论上，它 
是近代复变函数的几何理论的起点.其次，在较复杂的区域内，要研究保形映射 
下的某些不变量，只须在较简单的区域内进行研究，然后应用保形映射就可得到 
所需要的结果.不但如此，在保形映射下，有些物理量的若干性质保持不变.因 
此，保形映射对于解决某些理论问题以及实际问题起着重要的作用. 

黎曼定理指出了可把某些区域保形映射成单位圆盘.至于怎样作出具体区 
域的映射函数，还有待于研究.下面第8段及第七章中将举出作映射函数的一些 
简单的例子. 

黎曼定理指出某些区域可以用单叶函数保形双射成圆盘，但不能说明已给 
区域与圆盘的边界之间是否有对应关系.对于以闭简单连续曲线即闭若尔当曲 
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线为边界的区域，有一个比较简单的 结果： 

定理 7.2 设 z 平面上单连通区域 D 的边界是一条闭简单连续曲线 C ， 设 
单叶函数 W = / U ) 把 D 映射成单位圆盘 |™|<1 .那么这函数的定义可以唯一 
地推广到 C 上，使所得函数把闭区域5 = 连续双射成 | 卻|<1. 

证明可参看附录五. 

在保形映射的实际应用中，下述边界对应原理很重要，它在一定意义下是定 
理 7.2 的逆 定理： 

定理 7.3 设在 z 平面上的有界单连通区域 D 以闭简单分段光滑曲线(：为 
边界.设函数 w = 

(1) 在 D 及 C 所组成的闭区域 D 上 解析； 

⑵把 C 双射成 

那么 w = / U ) 把 D 保形双射成 D ^ lwICl ， 并使 C 关于 D 的正向，对应于 Q 
关于的正向. 

证这一定理可用上章系 5. 1证明.设 wo 是 / U ) 在 C 上所不取的一值. 
由上章系5.1，并且由 （1) 及 (2)，/ U )- wo 在 D 内的零点的个数是 

1 1 

N = 2^A c arg[/(2r) - w 0 ] 二 ^A c ^rg[zv - rv 0 ]. 


这里 Ac 的意义与上述系中相同，取 Q 的方向使其在映射下与 C 关于 D 的正 
向相对应. 


显然，按照所取 q 方向是逆时针还是顺时针的，我们有 

± 2 tt ( 丨 wo I < 1 ) ， 
0 ( 丨 w 0 1 > 1 ) ， 


A c . arg[w — w 0 _ 


于是 


f± 1 (lw 0 l<l )， 

jV = ^ 

1 0 (11 > 1 ). 

但 / V 二 -1 是不可能的.因此在 w = 幻下，沿 Ci 所取逆时针方向、亦即关于 
D ! 的正向，与 C 关于 D 的正向相对应.这样，在 D 内， / U ) 取圆盘 ltd <1内 
的任何值一次，而不取 Iwl >1内的任何值.从而 /( D ) 内包含 Di ，而不含 I w | 
>1 内的任何值. 

现证明 Di ^/ XD ). 这时 / U ) 在 D 内不恒等于常数.由定理 1.3 知， /( D > 
是一区域.假定有一点叫€/(0)(丨叫丨 = 1), 那么 /( D ) 应含的一个邻域， 
从而应含 | w |> l 内的一些点.这是不可能的.因此 /( D ) = 1^. 

因为利用简单分式线性函数可以把无界区域变成为有界区域，所以对于无 


界区域，上面的定理仍然成立. 

我们知道对扩充2：平面及 w 平面上分别不同的三点 ot ， p ，7 及 a ! ，仿，， 
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有一个并且只有一个分式线性函数把 a ， i ?， y 分别映射成，而且把过 
«，/?，/的圆或直线 C 映射成过的圆或直线 Ci . CSCi 分别把扩充 Z 
平面及 w 平面分成两个 区域； 这一线性函数确定了这些区域之间的保形双射. 
由定理7,3,如果 a ，/?，7在 C 上排列的次序关于区域 D 为正向，而 ai ，此 ， ytS 
C , 上排列的次序关于区 域 Di 为正向，那么上述函数把区域 D 保形双射成 Dp 
8. 实例 在解决某些实际问题以及数学理论问题时，我们往往要把有关解 
析函数的定义区域保形映射成为较简单的区域，以便进行研究及计算.作为实 
例，我们现在用几个初等函数相结合，把一些简单区域保形映射成半平面、圆盘 
或其他简单区域. 

例 1求作一单叶函数，把半圆盘 Iz |< l，lm z >0 保形映射成上半平面. 
因为圆 | z | =1及实数轴 lmz =0 在 -1 及+ 1直交，所以作分式线性函数 

co 二 (8.1) 

z — \ 

把 -1 及十1分别映射成 w 平面上0及 oo 两点，于是把|刹=1及 l mz =0 映射 
成 o ; 平面上在原点互相直交的两条直线. 

由于线性函数 (8.1) 中的常数是实的， Z 平面上的实轴映射成为平面上的 
实轴; 又由于2二0映射成为-1，半圆的直径 AC 映射成为⑴平面上的负半 
实轴. 

显然圆 kl = l 映射成为⑷平面上的虚轴.又由于2二 i 映射成为 0. = ^ 

I — 1 

= - i , 半圆 ADC 映射成为下半虚轴（图 34). 



图34 

根据在保形映射下区域及其边界之间的对应关系，已给半圆盘所映射到⑴ 
平面上的区域，应当在周界 ABC 的左方，因此它是第三象限 Tt<arg c^<y . 
最后作映射 

w — co 2 . ( 8 . 2 ) 

当⑴ 在第三象限中变化时， arg ⑴在 2 tt 及 3; r 之间变化.因此⑴平面上的第三象 
限就映照成为 u ； 平面上的上半平面. 

结合 (8.1) 及(8.2)，我们得到所求的一个单叶 函数： 
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(8.3) 


我们也可作出其他单叶函数实现所要求的保形映射. 

例2求作一单叶函数，把2平面上的带形 0 <lm r <7 t 保形映射成 w 平 
面上的单位圆盘 I 


函数 


把 z 平面上的已绐带形保形映射成…平面上的上半平面（见图 6). 
取⑴平面上关于实轴的对称点 - i 及 i . 那么函数 


把 w 平面上的上半平面保形映射成为 | w | <1( 图 35). 
结合 (8.4) 及 (8. 5) 就得到所求单叶 函数： 


e z + i 


(8.4) 

(8.5) 


(a) 


( b ) 




(w) 

(c) ^3XZZZZZZZZBZZa>0 




(w) 


图 35 图 36 

例 3 求作一单叶解析函数，把扩充 z 平面上单位圆的外部 UI >1映射成 
扩充 W 平面上去掉割线 - l<Re w = 0 而得的区域（图 36). 

容易验证，分式线性函数 


( 8 . 6 ) 
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把割线 - l<Re w = 0 映射成 w 平面上的负实轴，把扩充 u ； 平面上 

的已给区域保形映射成0> 平面上除去负实轴(包括 0) 而得的区域（图 36). 

另一方面，分式线性函数 



(8.7) 


把圆 kl =1映射为（平面的 虚轴. 由于它把 z =2 映射成为（二3,可见它把扩 
充 z 平面上单位圆的外部 U | >1映射成〔平面的右半平面.显然， 

OJ = ( 8 . 8 ) 

把？平面上的这一部分映射成平面上除去负实轴而得的区域. 

结合 (8.6)—(8. 8)，可见由等式 


所确定的函数 

就是所求的单叶函数. 
函数 



7 „丄 

乙 — 


(8.9) 


把区域^>1保形映射成为|2|<1，把函数(8.9)变换为 



由此可见，函数(8.9)把圆盘|2|<1也保形映射成为例3中所给出扩充 w 平面 
上的区域. 


例 4 求作一单叶函数，把半带域 - Tr /2< x <7 r /2，： y >0 保形双射成上半平 
面，并且使 /(± tt /2) - ±1,/(0)=0. 

把坐标系按反时针方向转一直角，并且应用指数函数作映射.我们求得函数 

w - e u (8. 10) 

把上述半带形域映射成0>平面上的半圆盘 UI < l，Re o )>0( 图 37( b )). 


把坐标系按反时针方向转一直角，并且应用 (8. 3)，就得到 


XV\ = 




( 8 . 11 ) 


结合 (8.10) 及 (8. 11)，我们得到把已给半带域保形映射到上半平面的 
单叶函数，不过这时 Z 二- 7 t /2,0 及 tt /2 分别映射成= 00 ， - 1及 0. 作线性函 
数，把 = 及0映射成 in = - 1，0及十1: 


VU\ + 1 
VO\ - \ 


( 8 * 12 ) 
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最后由 (8.12) ，（8. 11) 及 (8. 10)，就得到所求的单叶 函数： 

—— (ioj + I) 2 + (io; — 1 ) 2 _ w 2 — 1 
⑽ — (i ⑴十 I ) 2 — — I ) 2 2 ico 



例5在 z 平面的上半平面上，从原点起，沿虚轴作一长为 A 的割线（图38 
( a )). 试作一个单叶解析函数，把在上述半平面去掉割线而得的区域保形映射成 
ZV 平面的上半平面. 





D 

D 

( z ) 

A 

B 

C 



0 

Ca) 

X 

i 

CN 


(OJ) 


D 

f 




/(b) 


A (oo) 

Bi 一 

1)C(0) 


^c-l) 

(c) 

5(0) 

(W> 

C(l) 

(d) 


(a) d 


i\y ⑴ 

c st ~^ A 
O ^ 


(b) 


a - 妁二 

5 ( 0 ) 


( co ) 

A(co) 



Cc> 


W ) (Wl) 
B ( h 2 ) 

(w) 


A(^B(—h)C(0)D(h) ^(oo) 

fd> ' ' * 


图 37 图 38 

首先作映射把割线除掉，使已给区域的全部边界都变到⑴平面的实轴上. 
为此，用在上述区域内的单叶解析函数 

C0 = Z 2 

把2平面的第一及第二象限分别映射成为 W 平面的上半平面及下半平面.这时 
射线 AD 映射成平面上正实轴的上沿， DC 映射成从0到 - P 的线段的上 
沿， CB 映射成这线段的下沿， BA 映射成正实轴的下沿，于是 z 平面上的已给区 
域映射成为⑴平面上除去射线 Ima >-0 ,Re / r 2 而得的区域. 、 

显然，函数 

W\ — OJ + /l 2 

把 a > 平面的上述区域映射成平面上除去正实轴而得的区域;而函数 
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又把这一区域映射成 to 平面的上半平面，在这里应理解为在正实轴的上 
沿取正值的一个解析分支. 

结合以上结果，就得到所求的函数 

XV = zvi — V (o — V z 2 A 2 , (8.13) 


习题六 


1. 如果单叶解析函数比 =/( 幻把 e 平面上可求面积的区域 D 映射成 w 平面上的区域 
ZT ，证明 D # 的面积是 

A 二 \f{z) | 2 dxdy. 

D 

2. 如果函数/(幻在可求面积的区域 D 内单叶解析，并且满足条件 |/U)|<1， 证明 

[ I / '(^) I 2 dxdv ^ it:. 


3. 如果函数 /( z ) 在 z = 0 解析，并且/ ^ O ) 关0,证明 / U ) 在 2-0 的一个邻域内单叶. 
[提示]考虑 yXz ) 在 z = o 的泰勒展式 * 

4. 如果 /( z ) 在区域 D 内解析，不为常数，且没有零点，证明 1/ U )| 不可能在 D 内达到 
最小值. 

5. 设 / U ) 在上解析，在圆 UI 二 a 上有，并且 

I /(0) | < m. 

其中 a 及 m 是有限正数，证明 /( z ) 在 U |< a 内至少有一零点. 

[提示]应用上题. 

6. 设在 kl<i 内， / U ) 解析，并且但 / O ) = o , 其中 M<ii 明：在 Ul < 
1内，有不等式 


I /(^) I < 


z — a 


7. 应用施瓦茨引理，证 明：把 U |<1 变为 I <1，且把 a 变为0的保形双射一定有下 

列形状 


w 


= e 10 f ^， 

\ — az 


这里0是实常数，《是满足 Ia |< l 的复常数. 

8. 试作保形 映射： 

(1) 把带形区域 7 r <3^<27 C 映射成上半 平面； 

(2) 把去掉上半虚轴的复平面映射成上半平面 • 

9. 函数功=之 2 及 z = ^ v ^ mx ^ C u y = C 2 Ru = C 3 , v ^ C 4 映射成 s 平面及 u ， 
平面上的什么曲线？这里: r 及: y 与 w 及 r 分别是 z 与 u ； 的实部及虚部，<^，0 2 ,0 3 及 C 4 是 
实常数. 

10. 试作保形 映射： 

(1) 把椭圆_+_ = $以外的区域映射成单位圆的外区域； 
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(2) 把双曲线 i 2 -/ 二1两支之间的区域映射成上半 平面； 

(3) 把拋物线 u 2 =4 (w + l ) 左方的区域映射成上半平面. 

[提示]利用第8段例3及上题的结果. 

11. 试把圆盘 kl < l 保形映射成半平面 Im w >0, 并且将点 _ l ， l ， i 映射成 （ l )° o ,0， l ; 
或 (2)- l ，0， l . 

12. 试把 Im =>0保形映射成 Im w >0, 并且把点 （1) - 1，0，1 ; 或 (2) oo ,0， l 映射成0, 

1 

13. 试作一单叶解析函数比=/(^)，把丨=丨<1映射成 i 加丨<1，并且使/(0) =+， 
/乂0)>0. 

14. 根据第一章，习题一第12题，证明 q 及 q 是关于圆 | =々（0<1关0)的对 

I 2 — 2：2 I 

称点. 

15. 在圆盘 kl < l 中除去实轴上的半闭区间得一区域.试把这一区域保形映 
射成圆盘丨加|<1. 

16. 试作保形 映射： 

(1) 把 UI <1 及 U - il < i 的公共部分映射成 | uH<：h 

(2) 把扇形 0 <arg z < a {< 2 n ) Az \<\ 映射成|比|<1; 

(3) 把圆 Id =2及 U - 1| =1所夹的区域映射成 U 丨<1; 

(4) 把圆 U |<1 映射成带形0<^<1，并把映射成<^，的4 

17. 设 


是一个级整函数，这就是说， 


十 UO 

/( 之） = Sa〆 1 


lim 


In In M ( r ) 
In r 



其中 


M ( r ) = max j I f ( z ) I }(0 < r < - l - oo ), 
十 j In x Dl )， 

In x y x 

I 0 ( 0 < x < D * 


(1) 证明 iVf ( r ) 是增函数. 

(2) 设 /)>0 及 i > l 都是有限数，证明 

< p { r ) — exp ( r p ) lr t (r > 0) 


在心 时达到最小值 exp(^-(l + ln p-ln 0 ) .由此及柯西不等式（第三章， §2) 导 
出 ：如果 pG (0, + 00 )， 那么 


lim 


In I g n 

nln n 



(3) 设及 r 都是正有限数，证明 
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<p(t) - rV 心 

在 r 二 r ^/ e 时达到最大值 Gxp ( r p i ^ p ). 由此导出：如果以 G (0, + 00 ) ，并且 

—— In | a n | ^ 1 

lim —\ - < ——, 

nm n pi 

那么整函数 / U ) 的级小于内. 

(4) 由 （2) 及 (3) 导出 ：如果 /^(0, +①），那么整函数 /( 幻的级是 

丄 

P 

18. 设幂级数 


I = 

nln n 


-hCP 

f ( z ) = ^ a n z n 

n—0 

的收敛半径是1，那么 /( 幻是单位圆盘内的一个解析函数，并且它在 MCI 内的级的定义是 


lim 

r— 1-0 


\n In M ( r ) 

ln I ^7 


= p. 


其中 


M ( r ) = m ^{|/( 2 ：)| f (0< r < l ). 
(1) 令 /- e — aUX ))， 证明 


+ + 

t ： — In In M (e ) 

India ) = 


(2) 设 Z 及 户是有 限正数，证明 

< p ( a ) — exp ( a ~ p ) e ia ((T > 0) 

在。=( /> /£)心 + 1)时达到最小值 6 叩(（ /) +1)(>//))^^ + 1 )).由此导出 ：如果 p ^( 0 , + oo ). 


那么 


肀 肀 

T ： — In In a n ^ 

lim -;-$ 

in ti 


£- 


P 


1 


(3) 设 CT 及/ > 是有限正数，而且 0< P <1， 证明 

4 j ( t ) = exp ( t p ) e~ at (t ^ 0) 

在时达到最大值 exp (( l -/0 (户 /£ r ) wa _/0 ). 由此导出 ：如果 〜€(0, + «)， 
并且 


lim 


+ + 

Ln In a n 
nln n 


< 


Pi . 


1， 


那么 / U ) 在 U 1<1 内的级小于 a . 

(4) 由⑵及 (3) 导出：如果户 G (0，+ ⑺），那么解析函数 / U ) 在 UI <1 内的级是一 



Jl-^ + OO 


ln ln a n j 
nln n 


B 



19. 设 | D „} 是 z 平面上不同的单连通区域序列，而且 0 G …•证 明: 
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(1) D = 是一单连通 区域； 

(2) 设厶 U ) 满足/„(0) = 0，/„(0)>0并且是把1^映射成丨加丨<1的唯一的保形 
映射 U = l，2, …）.设札是认内所含以0为心的最大圆盘的半径.还设 z = g„(w) 是 zv = 
/„U) 的反函数.那么应用施瓦茨引理:可以导出 

I g n (^) I X U , ^(0) ^ R n ； 

(3) 由 （2) 导出 ：D = C ^> 1^(0) f 无界； 

(4) 如果 D = C ，那么|仏(加）丨在 UI 0< UI <1} 中任何紧集上一致趋向于& 
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§1. 解析开拓概念 

1. 对称原理 在第二章中，我们已经把一些实变函数如 e% S in 工等，推广 
成为复平面上的解析函数•本章我们将阐明把在已知区域内的解析函数推广到 
更大区域的问题，也就是解析开拓的问题.本节讲述这方面的一个電要结果，即 
. 它可以用来推广某些解析函数的定义区域，使我们便于研究这些函 
数; 还可用它来解决保形映射的一些问题. 

设实变数实值函数 / U ) 在 X = 有泰勒展式 

+ OQ 

/( 工） = ^ja n {x - x 0 ) n , 

n ~0 . 

它的收敛半径是 r >0, 其中是实数.那么 /( z ) 可推广成 有圆盘 k - x Q |<r 
内解析的函数 

f(z)= 2 a n (z~ xo) n ®. 

n — 0 

显然 

+ oa +oo 

f(z) - Yja n (z - x 0 ) n = 2 a n(^ - ^o) n = f ㈤ ， 

n = 0 n — 0 

亦即 

/(z) = f(z). 

这就是说, / U ) 在对称点 z 及 f 处的值相互共轭.这一事实启发我们引 出对称 

原理： 

定理 1.1 设 D 是在实轴某一边的区域，其边界是一分段光滑简单闭曲 


①例如 e J , S inx 等可以像这样推广成 e z ,sin z 等.根据解析函数的唯一性，这样得到的推广与第 
:章中得到的完全一致， 
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如果 C 与实轴相交于两点 At 及，那么作与实轴 
平行，距离为 e >0, 并且关于实轴为对称的两直线， 
使其与 C 分别地相交于 A ， B 及 A 八图39)， 
我们显然有 


/( 之）土 




( 1 . 2 ) 


在 （1.2) 中令 e 趋近于零，就得到 




/( 之 ） cL 




f ( z)dz — 0, 



(1.3) 

把 （1.3) 中两积分相加就得到 （ l . l ) t 如果 C 在 D 内其他位置仍可得到同样的结 
果. 这样我们就证明了 / U ) 在 G 内解析. 

由 /( z ) 在 IT 中的定义可看出，函数 W =/ U ) 把在 z 平面上关于实轴为 
对称的区域 D 及 iT 映射成在 w 平面上关于实轴为对称的集= f ( D ) 及 D [ 
二 /(IT )，并且 1 = 7( O 是 w 平面的实轴上一个集， 


因为经过平移与旋转后，关于某一直线的对称点变成关于变换而得的另一 

直线的对称点，所以我们可以把巧亭-广印下： 

设 D 是在 z 平面上位 于直鉍 Z 棄二焱晶 S 诫，其边界是一分段光滑简单闭 
曲线，其中有一段是 L 上一个区间 J (不计其端点）.设函数比=/(幻在 D 内及 
I 上所有点组成的集上连续，在 D 内解析，而且 h 二/(/)在 W 平面的某一直线 
M 上，考虑与区域 D 关于 L 为对称的区域 IT ，并且把函数 W = /( z ) 的定义 
扩充到 D ' 如果， GIT 并且^及？是关于 L 的对称点，那么 
/ U * ) 及 / U ) 是关于 h 的对 称点. 在这些条件下，加= / U ) 在 IT 内及 J 上 
都是解析的. 

如果在上述结果中， L 及!^是圆，那么应用分式线性函数把它们映射成为 
直线.我们知道(第六章定理 4. 4)，在这样的映射下，关于圆的一对对称点变成 
关于直线的一对对称点 • 因此对称原理还可进一步加以推广 • 请读者自己补充 
叙述和证明. 

我们举例说明对称原理的应用. 

例1设函数幻在上半 z 平面及实轴上单叶解析，并且把上半 z 平 
面保形映射成上半 w 平面，把 z 平面上的实轴映射成为 w 乎面上的实轴，那么 
/ U ) 是一线性函数 叫 + qz ， 其中外及〜是实数 • 

由对称原理，我们可以把 w = 的定义区域越过 z 平面的实轴扩充到下 
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半平面，得到在整•个 z 平面上的单叶解析函数*^ = /(2)，它是一个整函数，并把 
Z 平面保形映射成 7X ) 平面. 

现证明⑺不是 /(z) 的本性奇点.否则由第四章第8段中所提到的魏尔斯 
特拉斯定理，对任何有限复数 《， 可找到序列 U„l ， 使得 lim z „ 二⑽， lim f ( z n ) 

7l~^ + OC> 月〜 ► + OO 

=a .另一方面，由假设，可找到有限复数 a ，使 /(a) 二 a. 又由第六章定理1.4, 
w-a 的任一邻域 | w-a |< e(e>0), 是由含 z 二 a 的一个有界区域V映 
射 而得. 显然我们可找到正整数 n G ， 使得不属于 V，并且 |/(；^)- a |< e . 

但这时在V内可找到別，使/(%)二/( % )，这与 /U) 的单叶性相矛盾.因此 
/U) 是一多项式 

f ( z ) = ao + a\Z + a 2 z 2 ^ •- + a n z n ( a n ^ 0). 

如果那么 / U) 不是 z 平面上的单叶解析函数.如果 n>l， 那么 /U) 
在某些点 为零； 由第六章引理 1.1，/U) 也不可能是在2平面上的单叶解析函 
数.因此 n = l， 而/(幻=即+々之（々关0).由于 w = /U) 把 z 平面上的实轴 
映射成 w 平面上的实轴，以及 q 都是实数. 

在作某些对称形状的区域的保形映射时，可以应用对称原理，现举例 如下： 
例 2在 z 平面实轴上取从 -1 到+ 1的线段以及从原点 O 出发的下半虚 
轴作为割线，得一区域.作一单叶解析函数，把这区域保形映射成为 w 平面的 
上半平面. 

先取上半虚轴作为补助割线（图40上的虚线），并把所得区域 ABCDA (以0 
到1的线段作为割线的右半 z 平面)映射成为半平面.仿照第六章第8段的例 
5,下列函数可以作出这一 映射： 

% = z 2 jco — y ^ - 1 — V 之 2 - 1 ， 

亦即把上述区域映射成 CO 平面的右半平面.这时补助割线映射成 

为 w 平面上从 i 沿上半虚轴到 oo 的射线.根据对称原理，把左半^ 
平面上以 -1 到0的线段作割线而得的区域，映射成为左半⑴平面，因此函数 

把 z 平面上的已给区域，映射成为 W 平面上除去从 i 出发沿虚轴向 
下的射线而得的区域. 

作平移及旋转，把平面上的这一区域映射成为 Wl 平面上以正实轴为割 
线而得的 区域： 

xv \ — i(a» — i) = ia/ + 1. 

最后，函数把平面上以正实轴为割线而得的区域映射成为上半 w 
平面. 
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d ( OQ )_ 


c r (—1) 


d t (0) 


C ( l ) 


J ( co ) 


图 40 

结合上面的结果，就得到所求的 函数: 


iVz 1 ^ 7 ! + 1 . 


tt; = v ioj + 1 = 

请读者自己指出对于本例中各有关多值函数，应取哪一些解析分支. 


2. 用幂级数的解析开拓•奇点 在上一段中，我们研究了一类特殊解析函 
数的解析开拓.由第四章定理4.2,函数在一点解析的必要与充分条件是 :它在 
这点的某一邻域内有幂级数展式.因此，为了研究任何解析函数在一点附近的 
解析开拓，很自然地要研究它的幂级数展式是否可以解析开拓. 

设在一点^解析的函数的幂级数展式是 


ZiU ) = 

2 心 ) (之 - A ) 71 ， 

(2.1) 

并设其收敛圆盘为 Dx ： U- Z! | <r 1 (0<r 1 < + oo) .在内任取一点 

Z 2 (^ 

qh/xU) 在这点的幂级数展式是 



/2(2)= 

4*oo 

2 a ^ 2 )(:- 之2广 ， 

71 = 0 

(2,2) 

其中 



4 2) = /l (之 2) ， a?) 

A n ) ( z 2 ) 

— n y \n ~ • 



显然，2 2 与£>1的边界上任一点的距离不小于丨:^-以卜于是在圆盘…- 
^2 I r l — 丨之1 _ 2：21内，/'1(2；)解析，并且/1(之）=/2(2).由此可见，级数（2.2) 
的收敛半径 r 2 ^ r 1 - \ zi ~ z 2 \ ^ 
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不必用幂级数进行解析开拓. 

例2例1中函数 / Kz ) 在 z = a (0< a < l ) 的幂级数展式是 

/ 2 (之）= 2(1 _ aY n V {z ~ a) n , 

可求得其收敛半径为 i-a = i - n U - o |. 因此 z = i 是 / iU ) 的 奇点； 它是一阶 
极点. 

例3由第四章第4段例 2， ln(l + ^)(ln 1 =0) 在 t 二0的幂级数展式是 

2 3 ti 

f\(z) — Z - + _ + ( _ + 

其收敛半径为1 . ZiU ) 在 z ¥的幂级数展式是 


fliz ) = - In 2 + E (- l 产 1 


-i 2 n 


可求得其收敛半径为 


1 - -— 


y-o •因此 -1 是 / 2 U ) 的 奇点； 而这 


点是 Ln(l 十之）的支点. 

关于一般幂级数所确定的函数，有下列 定理： 

定理 2.1 设幂级数 (2.1) 的收敛半径 n 满足 0< n < + oo , 那么在 k - 
= ri 上至少有 Mz ) 的一个奇点. 

证假定 k - q | = n 上每一点都不是奇点， 3 P 
么对于它上面每一点 y ， 有在 k - 内的一点 

卢，并且有一个以卢为心、包含 y 的圆盘相对应，使得/ j 

/ iU ) 可以解析开拓到这圆盘内（图 43). U-zj = f I 

n 上所有点都有像这样对应的一组圆盘覆盖 U - 1 1 * 、 J 

.根据覆盖定理，在这组圆盘中有有限个覆盖 \ J 

\ z~ Zi \ = r!< 

在覆盖的有限个圆盘中，考虑任意 

图43 

两个相交的，并设其公共部分为△，设从 / lU ) 解析开 

拓到这两圆盘内的函数分别是 / W U )&/„ U )， 那么在 A 与 U - ql < r 的公共 
部分内， = “） =/ U )_ 因此根据解析函数的唯一性，在整个△内 

fm(z) = f n (z). 

这样， /( z ) 可以解析开拓到上述有限个圆盘与 U -^ 1 |< r 1 所组成的区域 
内 • 显然这区域内包含一个心在半径大于 n 的圆盘，从而 （2.1) 的收敛半 
径大于 r 1; 与所设矛盾.因此在 U - Zl 1 = ri 上至少有 /!( z ) 的一个奇点. 


图43 
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由定理2.1，解析函数在一点幂级数的收敛半径，等于从这点到最近的奇点 
的距离.在例1、例2以及例3中，有关幂级数展式在收敛圆上分别有奇点1及 
-1. 结合第四章第3段，例1及例2,可以看出，根据幂级数在其收敛圆上一点 
收敛或发散，不能判断这点究竟是否奇点. 

如果在区域 D 内解析的函数 / U ) 不能解析开拓到区域 D 以外，即 D 的边 
界上每一点都是 /( z ) 的奇点，那么 D 的边界称为 / U ) 的自然边界.有些幂级数 
所定义的解析函数以收敛圆作为它的自然边界，现举例 如下： 

例4 函数 


- f(z) — z 十 z 2 十 z 4 + …= z 2 

n = 0 

的收敛半径是 1. 求证 M =1是 / U ) 的自然边界. 

先证 z = i 是 /( 幻的一个奇点.为此，只须证明在 M <1 内，当时， 
/( z ) 不趋于一有限极限. 

设 p 是小于1的任一正数.那么对于任何正整数 N ， 

f(p) = 21° 2 " ^ S p 2 xn + Dp 2 . 

7i = Q rt 0 

在上式中令 P —1-0, 就可看 出：当 p < l 且与1充分接近时， 

f(P)> N ， 

亦即可找到 仲 (0 〈抑 <1) ， 使得当^<^<1时， /(^)> N . 由于 AT 是任意正整 


数，我们有 

因此2 = 1是一 奇点. 


^o f( ^ 


其次，由于 / U ) = z + / U 2 )，/ U ^ 之 2 = 1,亦即 z = lRz = -1 处不解 
析.同样，由于 / U ) = z + ^ + / U 4 )， 满足/= 1的点是 / U ) 的奇点 • 以此类 


推，对任何正整数 n , 满足 Z 271 = 1 的点，亦即1的2” 次根，都是 / U ) 的奇点 • 
因为 Id =1上每一点或者是这些奇点中的一个，或者是它们的聚点，所以 = 
1上每一点都是奇点 • 证完. 

在20世纪，关于解析开拓及奇点，曾经有许多重要的研究成果 • 

3. —般概念在上两段中，我们已经讲过怎样应用对称原理及幂级数进行 
解析开拓.现在阐明解析开拓的一般概念 • 

设函数 / U ) 在区域 D 内解析 ./( z ) 和 D 合称为或简称® 
数元素，记作 (/， D ). 设已给两函数元素的公有 
部分是一区域，并且在它们所公有的区域内， / iU ) = / 2 U )， 那么我们说(/ I ， 


c ^) 及 (/ 2 ， d 2 ) 互为直接解析 开拓- 
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如果函数元素(/^^^是⑺山^的直接解析开拓^么/ 2 (2)由 AU ) 所 
完全确定 • 事实上，如果函数元素 U 2 ， d 2 ) 在 a 及 d 2 所公有的区域内，满足 
g 2 U ) = / iU ) = /2 U )， 那么由解析函数的唯一性（第四章定理6.2)，在 D 2 内 

Sl( z ) = /2(之）. 

设已给函数元素，…， （ A ， D „) ，其中 （ A ，！),） 是 （/ h ， 
^-。^^。，…，―的直接解析开拓 ㉚ 么我们说⑺，！^)“々^^，…，^， 
构成一个函数元素链，并且说(力，^^及*：/, ， D „) 互为解析开拓.如果认 n 
D 是关 0， 其中 /lAfe — M 或是+ 1，那么在 AHA 中，不一定有 AU )=/ aU ). 

设已给一组函数元素，其中任意两函数元素互为解析开拓，那么我们说这组 
函数元素确定一个:；；：^^^，并用一个函数记号表示.如果一个一般解析 
函数包含其中任一 切解析开拓，那么这一解析函数称为 

函数.特别，在一区域内解析的函数是一个一般解析 函数； 确定这个一 
数的可以看作只有一个函数元素，即已给函数及其定义区域.整函数， e%sin z 
及 cos z 是在复平面上确定的一般解析函数，而且它们显然是完全解析函数. 
上段例4中的函数是在单位圆盘内的完全解析函数.一般解析函数或完全解析 
函数既可能是单值的，也可能是多 值的； 分别称为单值解析函数或多值解析函 
數本书 屮—般把单值解析函数简称为解析函数， 

由于互为直接解析开拓的任意两函数元素彼此相互完全确定，不难推出，一 
个一般解析函数可由它的任一函数元素所完全确定. 

已给一个一般解析函数 / U ) •设 (/ f '， D ,0 及（/,〃，叫)是确定它的任意两函 
数元素，但 D / 及 IV 有公有区域，如果在 IV 及 IV 所公有的区域内，/, ( Z ) = 
那么我们把 A ' 及 A " 所公有的这一区域和 IV 及的其它部分联合起来 
看作同一 区域; 否则我们就把它看作分别在 IV 内及 IV 内的不同区域，考虑确定 
/ U ) 的所有函数元素的定义区域，并且把它们像这样联合起来 • 如果 / U ) 是 
单值函数，联合所有函数元素的定义区域仍然得到一个 区域； 如果 / U ) 是多值 
函数，我们就得到一个 JIOMS ， 称为函数 /( d 的 • 

为了直观地理解的联合过程，我们用不同纸片作出它们的模型 • 
像上面所讲的那样，如果在 IV 及 IV 所公有的区域内，/,心） 二 / rU )， 我们把 
A , 及 A 〃 的相应部分粘连起来.把 / U ) 的所有函数元素的定义区域像这样粘连 
起来后，按照不同的情况，我们就得到一个区域或推广的区域(黎曼面）. 

以下通过两个例子说明一般解析函数及黎曼面概念. 

例1根据第二章第6段，对数函数 

w = Ln z — In I z I + iArg % (z 7 ^ 0) 

在一区域内的连续分支就是它在这一区域内的解析分支.我们依次分别取 
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g An - i { z ) = g 0 U ). 

在 (3.2) 中，每个函数元素是它相邻的函数元素的直接解析 开拓; 而 (3.2) 中所有 

函数元素确定一个一般解析函数，即根式函数它是一个多值解析函数. 

把各函数元素 ( A ， G a ) 的定义区域 G & 看作在不同平面上，并且用纸片作出 
它们的模型.分别粘连 G , 及<^ + 1 以=0，1,2，一，4；1-2)的公有区域，并且最 

后粘连 Go 的公有区域.于是最后得到一个有 n 叶的面，即的 
黎曼面. 

我们要注意，在我们的模型上最后一次粘连在实际上是无法完成的，因为在 
及 Go 之间还隔有 7 Z _ 1个纸片.因此，最后一次粘连应当这样来理解， 
即把 G 4 „- i 及 Go 内坐标相同的点看作同一点. 

0及 oo 不在上述黎曼 面内； 在包含它们之中任何一点的区域内，不可能把 

分成解析分支 .0 及⑺是多值解析函数的支点. 

除了上面所举的例子外，其他一些初等多值函数如反正弦及反正切函数等 
也都是多值解析函数，论证从略. 

关于黎曼面，在20世纪也曾经有许多重要研究成果. 

4. 沿曲线的解析开拓 〃单值 性定理 在本段中，把上段解析函数元素(/， 
定义中的 D 确定为 圆盘; 在函数元素链…，（/„，认）中， 

设圆盘认(或 Dx ) 的圆心在 Du (或 A ) 内 U =2,3, …， n ) •与 上段中一样， 
通过这一函数元素链，（/ 1 ，0 1 )及(/„，1^)互为解析开拓.如果，…，的圆 
心依序在一条简单连续曲线7上，而7的端点分别是及 D „ 的圆心，那么我 
们说 (/„， AJ 是沿曲线 y 的解析 开拓- 

这样，对于每一函数元素在 D & 内可用幂级数来表示，因而 
对于研究或计算，往往比较方便.由于函数在一点解析必在这点有幂级数展式， 
把函数元素按照本段中的定义理解，所得完全解析函数与上段中定义的完全 
一样. 

我们知道，由 Ln z 在参 0) 附近的一个解析分支，可构成一个解析函数 
元素.在围绕原点且不含原点的一个区域内，沿区域内从&出发的任一条简单 
连续曲线，这一函数元素可以解析开拓.但由此得到的一般解析函数是多值 
的.可是对于单连通区域，我们有单值性 定理： 

* 定理 4.1 设 G 是 z 平面上的一个单连通区域，但不是整个2平面•设 
(/， D ) 是一解析函数元素，并且沿 G 内从 D 的圆心出发的任何简单连 
续曲线， （/， D ) 能解析开拓，那么存在着 G 内的一个单值解析函数 gU )， 使得 
在 D #， gU ) = / U ). 
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证 用黎曼保形映射定理进行证明 * 设 D 的圆心是〜由假设，存在着 G 
内的一个单叶函数 w = 使得^0 =尺，史心）=0，其中尺={1£；||犯丨< 

1 [. W = 9( 之）的反函数 Z 二 ( p ( zv ) 在 K 内单叶， 〆 K ) = G ,0(0) = a . 

由 0( w ) 的连续性，存在着以 w 二0为心的一个小圆 A ， 使得 Vw €々， 
•因此/( 〆 加 ）） 在々内解析，并且可以展开成幂级数 

+ oo 

/(0(^)) = S - (4.1) 

设上式右边幂级数的收敛圆盘是 ，，那 么&的和函数 

+ OC 

F ( zv ) - 2^ (4.2) 

n =0 




在 f 内解析，并且在&内， 

FM - (4.3) 

如果能证明 f 的半径^>1，那么就证明了定理 4.1 事实上，这时 F ( w ) 在 
|^|<1内解析，从而私 U ) 二 F ( f ( z )) 在 G 内解析•在之平面上，可以找到以 
a 为心的圆盘 D 0 匚 D ， 使得 炉 （ D 0 ) C 々•于是由（4_3)，在 D 0 内（图 45), 

g ( z ) = F (< p ( z )) 二 f (< p (< p ( z )) ^ f ( z ), 

从而由解析函数的唯一性定理，在 D 内， 

g ( z ) = / U )_ 

现在来证明 p ^ l ，假定 (0,1). 那么 F ( w ) 在 Iwl = 上有一奇点 * a /， 
把平面上从原点到 u / 的线段记作.令 0(^7) = 7,于定 y 是 z 平面上 G 
内端点是 a 及6二 0( xt /) 的一条简单连续曲线.设函数元素链 
A ) ，…， （/„， D „) 实现沿 y 的解析开拓，其中圆盘仏及认的心分别是 a Rb . 

令 ) = %，力 （#( w )) = f )( w ) ，其中尺 o 〔 是 ，/o = /， F 0 二 F(j = 0,1， 
…， n ). 相应地由函数元素链(^，^(^，（^，^。，…，（^，凡:^见“^^风^及 
( F „， D „) 互为解析开拓，从而 ^ eR n 不可能是 F ( w ) 的奇点，因此^>1, 
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证完. 

由定理 4.1 及解析函数唯一性，在不是全平面的单连通区域 G 内，在沿曲 
线解析开拓时，采用不同的函数元素链，从曲线一端点处的函数元素出发，总可 
得到另一端点处的同一函数元素， 

从定理 4.1 不难推出，这定理及上述结果在 G = C 时仍然成立.事实上，设 

= U | k | < w 丨.那么 UG n = C . 把己知结果分别应用到 G = 情形，就可 
导出上述结论. 托 


§2. 多角形映射公式 


5. 基 本公式 黎曼定理保证了不是全平面的单连通区域与单位圆盘之间 
有保形双射.本节中研究多角形的内区域的映射公式.由于单位圆盘可映射成 
上半平面，为了便于应用对称原理，现研究多角形的内区域与上半平面之间的 
映射. 

设单叶函数 W = / U ) 及其反函数 z = 实现 w 平面上顶点按反时针 

方向依次为^^(#00)(々=1，2，"、幻的简单多边形（即边界不相交的多边形） 

的内区域 P 与上半 z 平面之间的保形映射.由第六章边界对应定理 7.2， w 二 
/( 幻及 : r = 可以唯一地推广到多边形边界及实轴上，使其实现闭多边形 

与 Im 之间的连续双射.设 a 是叫的象…，它们都是 

实轴上的有限点（图 47). 

首先研究 /( 幻在上半平 面内以 附近的展式.引进补助变量 ( W - 
叫)1 复合函数 

(O = [ f ( z ) - vu k ] p k (5.1) 

把^的充分小的邻域中包含在上半 z 平面内的-部分，映射成为⑴平面上原 
点的一个邻域中包含在某一半平面内的一部分（图 46). 根据对称原理，函数 



图46 


(^)可以解析开拓到 A 的整个邻域，从而它在 A 有泰勒展式 

0>( 之 )= a\(z — + a' 2 (z - x k ) 2 …， 


(5.2) 
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其中无常数项，这是由于0>(&)=0 ; <=0/(&)#0,这是由于所确定的映射是 
双射，由 （5.1) 及 (5. 2)，我们得到 

f ( z ) = xv k -f (z - x k )^ [a x ~\ - a 2 {z ~ x k ) + ^ . 

因为方括号中的式子在 z 二以 时不为零，所以在这点附近可取它的一个单值解 
析分支，并把它展开为泰勒展式.于是在上半平面且在&附近 

k 

f ( z ) = w k (z - jc k ) K [ a ^ + ai(z - J0 k ) + (5.3) 

其中 ao^O. 显然•^是/(2：)的支点. 

现在进一步研究 W = f ( z ). 由对称原理， w = /U) 可越过（；_!，々）解析 
开拓到下半 Z 平面.开拓出的函数把下半2平面映射成与 P 关于1^^及 

的联线为对称的多角形内区域 P'U = 1，2,3, …， 7Z)®. 其次，这一函数又可越过 
(A，A +1 ) 开拓为在上半平面解析的函数/〆=)，它把上半平面映射成与广关 
于叫及1^ + 1 的联线为对称的多角形内区域 P 〃（图 47)，在这里 t^ + 1 是与 
u^ + 1 关于 vu k _ x 及如 k 的联线为对称的点.显然 P 〃可从 P 通过坐标轴的平移及 
旋转而得.由于 W = /U) 及 VU 二 U U) 分别把上半 Z 平面映射为 P 及产，我们有 

fAz ) = af ( z ) + /? (5.4) 

其中 a 及卢是复常数， la 丨=1;这表明当 z 围绕心 连续变化时 ， m = / U ) 有多 
值性. 


z 平面 


X\ x k X k+l 


X 



图 47 


从形式特别简单的 (5,4) 式出发，容易导出一个单值函数,我们有 

/*"U) _ f ( z ) 

/ VO ) /( z )' 

这样，虽然 A 是切二 / U) 的支点，而当 Z 围绕 A 连续变化时，函数 g ( z ) = 
不变.这一函数具有下列性质： 


①（:^:^表示区间^…:^^即以 x n f X \ 为端点，且包含 00 的“区间”； 叫 表本 uv C ： c „， J ：„ + 1) 也 
表示区间（: C n ， Xi ) + i 及 w /„ + 1 表示及, 




2. 多角形映射公式 


1) 矣 U ) 在整个 z 平面上是单值的. 

2) g ( z ) 在 z 平面上除去 々 U = l ，2,3, …， n) 外解析.这是由于 /U) 的每 
一分支在任何的充分小的邻域内单叶解析，从而其导数在 “ 不为零. 

3) 发(幻在 z 二： ^(々=1，2,3,…， n ) 有一阶极点. 

3) 的证明如 下：由 (5 *3)，在 z ~ x k 的充分小的邻域内任一点 z (^= x k ) ， 

f {z)= ^{z ~ x k ) % 1 [a\+ aS(z — a) 十…] 

= 令 0 - x k )^~ l tp{z ~ x k ), 

其中 < 为一常數， ip { z - x k ) 在 Z = x k 解析，0(0)#0.由此得 

/'(之)=營(令 -1)(2 — 2 中 {z - X k 、 

. 7 Z(Z — Xk ) 、1 

+ 飞1 … -&)J ， 

心) = ( f - 1 )7^ + 外 2 ^ )， 

其中 8(之-叫)在之 = 叫 解析.因此尽(2：)在：2： = ：^有一阶极点_ 

由 1) 一3)，我们有 

s(z) = S (― - l) 1 + E(z), 

走 =1 \ 7 T I Z - X k 

其中 £ U ) 为整函数•为了确定 £ U )， 现研究笑 U ) 在 z 二 oo 的邻域内的性质. 
由于 I £； = / U ) 的一支把2= oo 映射成为 W ? I 与加 1 的联线上某一点，当 | rj 充分 
大时， 


/U) 


从而 


g { z ) 






2 十1 + 


由此可见，当 oo 时，0,从而在整个 z 平面上有界.由刘维尔定理， 
£ U )= 常数，且此常数必然为零.于是 


士卜 2(^-1 




因为贫 U ) 二 f Ln / U )， 所以在上半 Z 平面沿任何曲线取 gU ) 的积分，并将 
所得结果作为 e 的幂，就得到 
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f (z) = c|j (z - x k )^ 1 , 

其中 c 为一常数.于是我 们有： 

定理 S .1 设函数 W = / U ) 把上半平面 Im ^ >0保形双射成顶角为爲 (0 

<{^<2n ， (3 k ^n ; k = 1,2, 3, …， n ) 的多角形的内区域 P ， 而且实轴上的点 
x k ( - + 00 ) 对应于多角形的顶点，那么 


f(z) = ci 1X( 之 - X k )^~ l dz + Cl ， (5.5) 

其中 M ， c 及 Q 是常数. 

(5.5) 称为多角形映射公式，也称为施瓦茨-克里斯托费尔公式， 

在定理 5.1 中， ^ 是 P 的顶点在实轴上的对应点.可是求 w =/ U ) 时，事 

先只知道 P 的顶点，而不知道^ . 根据保形映射时的边界对应关系，在这些& 
中，有三个点可以任意确定，而其余那些点以及常数 C 与，就必须由问题的条 
件来确定 （& 可任意确定）.下面将通过具体的例子来说明怎样确定这些点和 
常数. 

在定理 5.1 所考虑的问题中，如果&变为无穷远点，那么公式 (5.5) 要变成 
怎样的形状呢？ 

为了将这种情形化成以前的情形，作变换® 





(5.6) 


它把半平面 lmz >0 变为 Im ?>0,且使: ru 2 ，: r 3 ，… ，: r „ 变为实轴上的有限 
点4 ， j ：; ，…，: r :. 这时，由（5.5)，将 Im ^>0映射为 P 的函数 /(() 是 




在这里 CT 及 ci 是复常数,在上面公式中作变换 (5. 6)，注意到汍+馬+…+氏 
= (n 一 2) tt ， 我们有 


w 


C 


fl 一 1 


A 


X k )Z - l ]^^ 1 十 C'l 

* = 1 


Z 


①如果有一个々 = 0,那么不取 （5.6), 而取 G = x \- ^ ,其中 

Z 工 Q 

工0# 工 A (务二 1，2,3，"-，7 Z ). 




2. 多角形映射公式 


1 X (^ ~ Ms 十 


(5.7) 




其中 。及(^ 为复常数. 

这样，如果无穷远点对应于多角形 P 的一个顶点，那么在公式 (5.5) 中，与 
这顶点对应的因子就没有了. 

6.实例在本段中，我们举例说明怎样应用多角形映射公式. 

例1把上半平面 lm ^>0 保形双射为 w 平面上边长为的等边三角形 
ABC 的内区域（图 48). 

选择 z 平面上-1，0，1三点以 A ， B ， C 为象，那么所求的映射函数是 


c\ z u + 1 )- 3 ( - trhi~ tyht + C\ 

J -i 


( 6 . 1 ) 


2 平面 


0 平面 


一 1 0 1 A a 0 o B 

图48 

设当 z 在 （-1,0) 上时，其中每一根式取主值.现决定 （T 及 C 如 下：由 2 
加二一心可见^^二-^又由 z = 0 ,zv = a 以及 

a ~ — a + C {t + l) 3(— 广） 3(1 — £) 3di, 

J -l 


可得 


2a — C 5 3 (1 — s 2 )~^ds 
J o 

r r 1 , 、_2 

=~r- u 名 (1 一 u ) ^du 
Z J n 


C r l 6) r l 3 


从而 


r — 4a Jn 

r (i) r (i) 

例 2 把上半平面 Im ^>0 保形双射成 w 平面上一个矩形 AM2A3A4 的 
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内区域（图 49). 


2平面 


—J/a ： —1 0 1 m 



图49 

首先考虑 Z 平面的第一象限到已给矩形内区域右边一半 OAi A 2 B 的保形 
映射，而使 OMhS 分别与 0，l，oo 相 对应. 设点 A 2 由+映 射而得，这里0 〈是 
<1.把这一映射按对称原理通过上半: y 轴开拓，就得到所求 映射； 由此可见, A 3 
与-+相对应，因而所求映射可写成 


C, 


dz 


0 ^/(《 2 -1)卜 2 -士) 




C 


Z 


dz 


+ Ci ■ 


0 Vl - z 2 )(l - k 2 z 2 ) 

由 Z = 0 ，w = 0, 可得（^ = 0_为了确定0及是，要用到 z = 1 9 w = K 

dt 


K = C 


t 2 )(l-k 2 t 2 ) 9 


( 6 * 2 ) 


以及之 + 


K + iK r = C 


，丄 


+ c 


o 


.1 


K + iC 


dz 


i V(t 2 -l)(l-k 2 t 2 ) 

(把从 0 到 I ■的积分分成从0到1以及从 1 到士两部分，并且利用等式 (6.2)). 
由此可得 

1 

dt 


K 


r l 

、 cj : 


(6.3) 


k 2 t 2 ) 

由 （6.2) 及 (6.3) 可求出 CRk. 

如果设 k(Q< k<im C = 1 为已知，则可由 （6_2) 及 (6.3) 确定 K 及 K'. 于 
是所求映射为 

dz 


w 


0 7(1 - ^ 2 )d-T 2 ?) 


(6.4) 





积分 (6.4) 是一种所谓椭圆积分，它的反函数是一种雅可比椭圆函数，并称为椭 
凰里莲（在 C ~ l 时），记作 z = sn w . 

^^角形映射公式可应用到某些顶点为无穷远点的“多角形”.举例如下： 

例 3把上半平面 Im r >0 保形双射为 ™ 平面上的半带域 - f <Re vo < 

, Im zv >0. 

本题实际上与第六章第 8 段的例4相同，但要把这例中 r 平面及 w 平面的 
地位互相交换.如图32,作映射，把^平面上 -1,1 及⑺三点分别映射成为 w 
平面上 A，C 及 D ( oo ) 三点. 由 （5. 7)，所求的映射是 


'Z 

C 

J -1 
m z 

c 

J — 1 


*/ \ + t ^/ \ — t 


+ c, 


/r^7 2 


+ C u 


其中根式取主值.由2=-1，如=一~|，可见0] 
则有 


;又由 Z = 1 ,zv 


W = cj 1 dt -f=CK 


于是 c = i .因此，我们得到 


从而 


与过去所得结果一致. 


dt 

」 -i Vi - t 


arcsin z , 


z = sin w 


习题七 


一 _ JL 

i — T 


1. 证明对称原理的推广. 

2. 设函数 w = /(z> 在 lm 2 >0 上单叶解析，并且把 Im z>0 保形映射成|功丨<1，把 
lmz = 0 映射成 | W | =1.证明 /(z) —定是分式线性函数. 


3. 级数 


之 2 _ 


在0< I d < 1内所定义的函数是否可以解析开拓为级数 
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在 ld > l 内所定义的函数？ 

4. 证明 ：级数 

fl(z) = z - 士之 2 + + 之 3 - 


与 


AU ) 二 


In 2 



2 




在 UI <1 与 U - ll <2 内所定义的函数互为直接解析开拓. 

5. 证明 ：级数 


/⑴=匀(烈 


所定义的函数在左半平面内解析，并可解析开拓到除掉点2： = 0外的整个复平面. 


00 

6. 证明 ：如果 整函数 f ( z ) : 在实轴上取实值，那么系数〜都是实的 • 

n =0 

7. 试问下列实变数实值函数能否解析开拓到复平 面上： 

(1) f{x) = Ul ; 


(2) fU) 


e 


lh 


(当: r 关 0 时）； 

0 (当 : r 二 0 时）； 

(3) /( i ) 在 U ，6] 上任一点可展开成实幂级数. 


8-证明 f ( z ) = 的自然边界是 Id 


9. 函数 w = 是否是多值解析函数? 


10. 试作函数 /(z) = 7^ + 1 的黎曼面. 

11. 试用对称原理把下列图形所示的区域分别保形映射为上半 平面: 



第11题 

12. 证 明:把 z 平面上的单位圆盘保形双射成 w 平面上多角形 P 的映射公式是 

w = C XX (之 ^ z k) K 1 d^ + C", 

J z 0 Jfe = 1 

其 中总是 p 的各顶角的弧度， q 是 UI = 1上与尸的各顶点相对应的点 ， 及<:'是复 


常数. 
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13. 求作把单位圆盘映射成正方形的单叶函数. 

14. 用多角形映射公式 (5.7) 解第六章第8段的例 3. 

[提示]所述例中 w 平面上的区域可看作一个多角形的内区域. 

15. 试作保形映射，把圆环 0< a <| z |<6 除去实轴上的区间 U ，6) 而得的区域映射成 

I 功 I < 1 . 



第八章调和函数 


§1. 调和函数及其性质 

1. —般概念 在第二章习题二第8题中，我们已经指出，解析函数的实部 
及虚部满足调和方程，即拉普拉斯方程，并且称为调和函数.实际问题中所遇到 
的有些函数是解析函数的实部或虚部，亦即调和函数.由此可见，这种函数在理 
论上及实践上都有重要的意义.本意中引进二元调和函数及其一些性质，其中许 
多性质都可以从解析函数推导出来.我们还将研究这类函数的一种边值问题. 
二元调和函数可推广到更多个变元情形，不过这时不能应用解析函数进行 研究; 
本章将不涉及这方面的问题. 

偏微分方程 

A _ 3 2 u ■ d 2 U /II 、 

Au ^ a? i? = 0 ( ) 

叫做二维调和方程，也叫做二维拉普拉斯方程.设两个实变数的实函数 W = 

内有偏导数，并且满足二维调和方程， 
那么它就叫做二元调和函数，或简称调和函数 • 由于本章不讨论多元调和函数， 
像这样简称不会产生混淆. 

第二章习题二第8题中已经 证明： 

定理 1.1 设 / U ) 在区域 D 内解析，那么它的实部和虚部都是在 D 内的 
调和函数. 

我们自然提出一个 问题: 在一区域内的调和函数是否是这区域内某一解析 
函数的实部或虚部？在单连通区域情形，这问题的答案是肯定的.如果 
M ( x ，： y ) 是在单连通区域 D 内的调和函数，那么可以找到在 D 内的调和函数 
t /( x ，： y ) ，使得 

f(z) = u(x 9 y) + iv(x 9 y) (1*2) 

在 D 内解析.对任何实常数(: r , y ) + C 也和 r ( x ，： y ) —样具有上述性质. 
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实际上，根据第二章第2段，我们只要求得在 D 内有连续的偏导数，并且 

满足 


3u _ dy 3u _ 
dx dy 9 dy dx 

的函数 t ; (: r ，： y )， 就是说，要求出函数^(1，3；)，使其在0内有全 微分: 


(1.3) 


-十 ^ dy . (1.4) 

dy ox 

由于 w(u) 是调和函数， （1.4) 当然是全 微分； 又由于 D 是单连通区域， 
■^(x,：y) 可由下列线积分 确定： 

y — _dr + + 实常数. （1.5) 

j (^y 0 ) d y 3x 


这样求得的 t；U 满足条件 (1.3)， 于是 (1.2) 所定义的 /u) 在单连通区 

域 D 内解析. 

同样，先给出在单连通区域 D 内的调和函数 Ty(^,：y)， 也可求得 u ( a : f y ), 
使得 (1.2) 所定义的 /U) 在 D 内解析. 

在区域 D 内满足条件 (1.3) 的调和函数及 ^ U，：y) 叫做 

总结以上结果，我们 得到： 

定理 1.2 函数 /( z) = ，：y) + ，：y) 在单连通区域 D 内解析的必要 

与充分条件是:及，3^ ) 是在 D 内的共辅调和函数.已知 m (: r，^y) 及 
Why) 中的一个，就可确定 /U)， 不过可能相差一个实数或纯虚数 • 

例求一解析函数，使其实部为:^-3巧 2 . 

解设 M(X ，3?)二X 3 - 3町 2 .在复平面上任一点， 


3u --3 x 2 -3 y \ du 


dx 


dy 


d 2 U 


6x , 


d 2 u 


— 6 ^cy 


6 *r • 


k 2 一… a / — 

W (:r，：y) 满足 （1.1)， 从而是调和函数 • 由于 （1,4) 是全微分，积分 （1.5) 与路径 
无关.由 （L5) 求 Wu)， 取从 Uc) 到 （Uo) 以及从（工，加)到 （U) 的线 


段作为积分路线，就得到 

幻 （ J ，： V) = 6xydx + (3x 2 - 3^ 2 )d^ + C — 3x 2 y -： y 3 + Ci， 

J ^o J ^0 

其中（：及心为实常数.最后得 

f(z) - u{x , 3 ^) + iv(x 9 y ) 二 （x 十 ijy ) 3 + iCi = 之 3 + iCj - 

这里叙述的根据实部求解析函数的方法，也可应用到多连通区域 D 的情 
形.但这时从积分 (1.5) 求得的 tK ^，：V) —般说来是多值函数，而相应的复变函 
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数是多值解析函数. 

解析开拓概念也可转移到调和函数情形.设在单连通区域 D 内的调和函 
数《(工，^)是解析函数/(幻的实部或虚部，那么 / U ) 通过解析幵拓而得的解析 
函数的实部或虚部，也是 w (: r ，： y ) 通过开拓而得的调和函数，它不但可能是单值 
的，也可能是多值的. 

由于调和函数是解析函数的实部或虚部，而解析函数有任意阶导数，可以看 
出，调和函数的任意阶偏导数也是调和函数. 

最后，我们指出，当自变量的变域经过保形双射后.解析函数仍然变为解析 
函数； 因此这时调和函数也变为调和函数. 

2. 中值公式与泊松公式•极值原理 对于解析函数，我们有重要的柯西公 
式 • 应用这一公式，可从解析函数在某些区域边界上的值，确定它在区域内任一 
点的值.现在要对区域为圆盘情形，导出关于调和函数的类似公式. 

设以幻二 wU ，3；) 是在闭圆盘+ oo ) 上的调和函数 © .作在 
I 2： \ ^： p 上的解析函数 f { z ) — u { z ) + \ v { z ) , 由柯西公式，并令 pe 1 *， 我们有 

比较上式两边的实部，就得到调和函数的中值 定理： 

定理 2.1 如果 W ( z ) 是在闭圆盘上的调和函数， 

那么 


w(O) = 



( 2 . 1 ) 


(2.1) 叫做调和函数的中值公式.由此可立即 推得： 

系 2. 1如果是在闭圆盘 \ z - zq \ ^ ： p(0K p<i + 00 ) 上的调和函数， 

那么 

u(z 0 ) ^ 2 k Q «(之 0 十 pe l<p )d^. (2.2) 


定理 2.1 表明，可从闭圆盘上调和函数 wU ) 在 kh / o 上的值来确 
定 w (0) .现在研究是否可用这些值来确定 u ( z ) 在圆盘 Ul < f 内任一点的值 • 
我们要应用定理 2.1 和保形映射来解决这一问题. 

为了论证方便起见，现取 Z 作为复变数，而用 z 表示复常数.设 W ( Z ) 是在 


\Z\<p(0<p< + 


oo ) 上的调和函数.取定 | Z |< p 内一点 t 作分式线性函数 


p 2 (z - z ) 即 z = pH^w ^ z ) 


(2.3) 


①即在包含这一闭圆盘的一个区域内的调和函数. 
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它把映射成 w = 0, 把 IZiSp 映射成 | 通过这一映射 ， W ( Z ) 就变 

成了 上的调和函数 

Ui(w) = u ( ^, + I)). 

\ ZW + p } 


对这函数应用定理2 . 1，我们有 


Ml (0) 


wi ( / oe IV & ) d 0, 


(2.4) 


其中 


— z 


— 一孕#+ 〆 ， 

wi (0) = u ( z ) 9 ui ( pe 1 ^) = u ( pe lif> ). 


(2.5) 


于是 


p — ze 1 ^ 

在上式两边取对数，然后再求微分，即得 

. 「 pe l<p 


z P - ze 


ze l<p 1, 


I pe 19 — z 




( 2 . 6 ) 


z = re 


'就有 


> 2 - r 2 


~2^< p . 


(2.7) 


'^一 P 2 _2prcos( 9 _d) + r 2 〒 一 } 

把 (2.5) 及 (2.7) 代入 (2.4)， 我们 得到： 

定理 2.2 如果 《 U ) 是在闭圆盘|2|<^(0<^0< +上的调和函数，那 
么对于 0< r </>， 

u ( re 6 ) = u ( pe l<p ) - 2~o 一 U m 一 2 体 ( 2 -8) 


( 2 . 8 ) 


/_ 27cJ 0 wv ^ 7 p 2 -2prcos(<p-d)^r 2 ^' 

(2.8) 称为泊松 公式； 它推广了中值公式 (2.1)， 而把后者作为特例 （r = 0 
情形）. 

在定理 2.1 与 2.2 以及系 2.1 中，把“ M u ) 是在上的调和函数”这 
一假设，换成是在上的连续函数，在 M <> 内的调和函数”，有关 
结论仍能成立，证明从略. 

我们也可应用保形映射，研究在较一般区域中的调和函数用其边界上的值 
表示问题. 

我们知道，在一区域内解析的函数，如不为常数，其模数必不可能在这区域 
内达到最大值，应用调和函数的中值公式，可以导出类似性质.为了简化证明，现 
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应用解析函数的最大模原理推导出下列 结果： 

定理 2.3 —个在区域 D 内不为常数的调和函数，不可能在这区域的内点 
达到最大值或最小值. 

证 假定调和函数 wU ) (吴常数)在区域 D 的内点 zo 处达到最大值.设圆 
盘 k — zolC—OCpS + 00 ) 在区域 D 内.作出在 U - zolCp 内解析的函数 
/ U )， 使其实部为 mU ). 显然， / U )# 常数.于是在 U - zolCp 内解析的函数 
(吴常数)的模在別达到最大值 e “ ( V ，与最大模原理相矛盾.因此 M U ) 在 
^0不可能达到最大值.考虑函数 r / U ) ，可以证明 mU ) 在区域 D 内一点也不可 
能达到最小值. 

定理 2.3 中所说明的事实称为极值原理. 

§2. 狄利克雷问题 

3. 圆盘上的狄利克雷问题 许多数学物理问题可以化为根据区域边界上 
的已知值作出在区域内的调和函数.这类问题称为狄利克雷问题，现精确表述 
如下： 

求出一个在区域 D 内调和、并且在 D 及其边界所组成的闭区域 D 上连续 
的函数 wU )， 使它在 D 的边界上取已经给定的连续值 

在应用中，边界值是连续的这一条件太严，因此需要考虑广义狄利克 

设已经在区域 d 的边界 c 上给出一个函数 u ( o , 它除去在有限个点匕， 
…，^处有第一类间断点外，处处连续.需要求出一个在区域 d 内的有界调 
和函数 w u )， 使它在函数奴^)的所有连续点处都取值 u ( t ), 亦即 

limu(z) — u( 0(z ^ D) • 

在本章中，我们不研^ 一般区域上的狄利克雷问题，只就区域为圆盘或半平 
面情形 求解' 现先从圆盘的情形开始. 

设在圆 IChpOKpS + oo ) 上给出一个函数 “（0;除去在有限个点6, 
…， L 外，这函数处处连续，而在这些例外点，以 G 有第一类间断点•需要求 
出函数 mU )， 使其在圆盘 Ul < p 内有界调和，在圆 1(1= 户的非例外点〔取值 

M ⑴. 

定理 2.2 启发我们，这问题的解是泊松 积分： 


①通过保形映射，圆盘内或半平面内的调和函数可映射为不是全平面的单连通区域内的调和函 
数.因此这里的结果可转移到较一般的区域. 
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u(z) 


C 2 n 




u (pe 19 ) 


.2 


(p 2 — r 2 )d<p 


— 2prcos(<p 一汐）十 〆 


z ~ re ld ,0 ^ r < p 9 0 ^ 6 2 k ). 


现分几步证明 (3. U 确是问题 的解: 


(3.1) 


(l)M(JZ：) 在 \z\<p 内有界 • 
由 （2,6) 及 (2. 7)，可见 




p 2 — 2prcos(<p - 0) + r' 


> 0(0 ^ r < ^ < + °° 9 0^ <p,6 < 2 丌 〉. 


(3.2) 


其次，对在 k 上的调和函数应用定理 2. 2,我们有 

1 = P 2 -! 1 - - d<p 

2nJo p 2 — 2prcos(<p - 6) + r 2 

(0 ^ r < p f 0 < ^ < 2tt) • 

又由假设，存在着一有限数 M ， 使 


I u ( pe l<p ) l<M (0< ^ < 2 tt ). 

因此由 （3.1) — (3*4) , 

ImU) 1 < lX M - - + =M 

(I z \ < 

(2> W U ) 是在 内的调和函数. 

由（2_6)，令切=^':=厂/，我们有 

_ p 2 - r 2 _ w + z 

p 2 - 2 prcos(<p - 9) + r 2 ~ vu - z zv - z 

(心 

2 Iw 一 z / L Xtju - z / 


X f zv + z + u? + z 丨 —R e 丨 ^ + z 
2 \ xv — z W — z } 


(3.3) 

(3.4) 


% * 


从而 wU ) 是下列函数的实部: 


f(z) 



uivu ) 

\vj\ = p 


xv + z dxv 
zv — z zv 


(Is ： I < P). 


(3.5) 


上式中的积分称为施瓦茨积分.显然 


f ( z ) = 


2rci 


[f + z 

' u(w) dxv ■ 

. J \iv \ ~ p _ ^ ， 

l wl=/5 rv w — z ■ 


括号中的两个积分都是所谓可以像在柯西积分情形一样，证明它们 
都确定在 Ul < p 内的解析^引理 4.1) ■由此可见，/(幻是在 UI 〈户 







和函数 wU )， 使其在实轴上的非例外点 f 取值 M ( i ), 亦即使 

lim u(z) = u(t) (Im 2 ： > 0 ). 

我们应用上段中的结果以及保形映射解决这一问题 • 在上半 Z 平面取定 
一点&作分式线性函数 


(0 < ^ <+ °°). 


(4.1) 


它把 Z 平面上的点2：及5分别映射成 w 平面上的原点和无穷远点，把实轴 
ImZ = 0 映射成 卜广通 过这一映射，变成了 I U 上的函数 


wi( 0 


zt ~ pz \ 

K-P ) ; 


它在上除了有有限个第一类间断点外，处处连续.应用上段的结果，可 
以作出在 l w l < p 内的有界调和函数^(功），使其在 I cl 的非例外点【取值 
Wl (0- 

由此可见， 

“( Z ) = « i (^|5|) 

是在上半平面内的调和函数，且其在实轴上的非例外点 r 取值 M ( r )_ 

现求 w u ) 的表示式.由（3.1)，我们有 

wi(0 ) =表 u\{pe 9 )d(p , (4.2) 

其中 


«i( 0 ) = u(z) ,ui(pe 1<p ) = uiXh 


(4.3) 


于是 


if — L 


在上式两边取对数，然后求微分，即得 


2 ydt 

(t - x ) 2 + y 2 


x 十 i ： y)_ 


(4.4) 


把 (4.3) 及 (4.4) 代人 (4.2)， 我们有 

/ 1 f +0 ° (t \ vdt 

u{z) = — U\t) ( 、2 2 

7 T J _oo (t - X) ^ y 

(z = x \y j y 0} ; 

这就是上半平面的泊松积分，正是我们所要求岀的解 • 
由于 


(4.5) 
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其中 -l<r<l. 

6. 证明： 如果在 整个： r 平面调和的函数《(幻是有界的，那么 wU ) 恒等于常数. 

7. 试求在单位圆盘内的调和函数，使其在单位圆的一段弧上取值1，而在圆上其余部分 
取值0， 

8. 试求在上半平面内的调和函数使其在实轴上取值 如下： 


f0, 


u(t) 


当 z <- 1时， 




V 


当 一 1 < £ < 0时， 
(v 2 ~ Vi)t + 巧，当0<，< 1 时， 


0, 当 f > 1时， 

9. (1) 设 / U ) 在 UKp 上解析，并且没有零点，那么当时， 


In I f(z) I 


2 ^J 


_2 艿 


(p 2 - r 2 )do? 


o In I f(peV \^_ 2(0rcos(p _ ^ + r 2. 


这里对数取实数值. 

(2) 设 /(z ) 在 I z\^p 上亚纯，并且有零点 a u a 2 , …， a m 与极点，6 2 ,…，,其中零点 
与极点都在 IdCp 内，并且各按其是几阶就在上列两有限序列中各出现几次.当 z = re 
0^，<户，并且 z^Uj 及〜时 （） =1，2,…， w ，左=1，2,…， n ) , 


id 


In I f(z) I 


2 kj 


> 1 f(pe ' n 1 卜 tc %" 


p(a t - z) 
P 2 - ^ 


Sin 


k = i 


pih - z) 
P 1 — b 运 


这里对数取实数值. 

上列公式称为泊松-詹森公式，或称为奈望林纳公式.它在亚纯函数的研究中起着关键性 
的作用. 

10. 设实数值函数 》 U ) 在 kl < i 上调和，证明 

1 f2jc U , 

f{z) = — ； w(e l )dt 


o e 


z 


在 UI <1 内解析，并且在 M <1 内， Re / U ) = wU ). 

11. 设复数值函数 / U ) 在 | z|<l 上解析，证明在 | d<l 内， 


f(z) 


Re 


e u + g 

if 


)/(e lf )dr 


12. 设 u (幻是在区域 D 内的正调和函数，并且设是 D 内任一闭圆盘 • 
(1) 证明当时， 


p — I Z — Zq \ 


P ^-\ Z 

:明当 h 
- 2 丨 z - 


、「 • • , 7 

■ Z 0 | < (0 时， 

Zp I u(zq) ( 、 { . ^2 i z - Z 0 \ u(l 


由此导出 
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2 一 z o 


< 


2u(z {} ) 

P 


(3) 当 D = C 时， M U ) 恒等于一常数 • 



附录一集与逻辑记号 


1- 集的初步概念不论在数学或是在日常生活中，我们经常遇到集这个概 
念•此外，在数学叙述中釆用一些逻辑记号比较方便.本书中要用到关于集的一 
些概念和逻辑记号，这里对它们作一些简单介绍. 

所谓赛濟裹食就是指一些特定事物的全体，其中各个事物称为这集的％• 
我们常用大写宇母 A ， B ， C ， …表示集，用小写字母 a ，6， c ， …表示集中的 
如果 a 是集 A 的元素•我们说 a 属于 A ，记作 aGA ， 反之，我们说 a 不属于 A ， 
记作 a G A . 

可以列举集中的元素表示集.例如含元素 a ， b ， c 的集可表示为 { a ，6， ci . 
也可以用集中元素的特征性质来表示集，例如 K )， l ，2,3} 可以表示为 U U 是整 
数， 0< n <3}. 数学中常见的一些集及其记号 如下： 

全体自然数集{0，1，2,3,…}记作 N ; 

全体整数集|0，±1，±2，土3广]记作2; 

全体有理数集 i "q | />及 ？ GZ ， 1 记作 Q ; 

全体实数集记作 R ; 

全体复数集记作 C ; 

不含任何元素的集称为_，记作0， 

如果集 B 中的任何都是集 A 中的元素，我们说 S 是 A 的1，或者说 
A MB ，记作 A 二) B 或 BC ： A . 显然， A 匚 A ， 并且0匚 A . 如果集 A 与集£中 
的^相同，亦即 AZXB ， 并且 A [ B . 我们说 A 与记作 A 二 B . 

如果集 C 是由至少属于 A 及 B 两集之一的一切 3 k 组成，我们说 C 是 A 
及 B 的 ft ®， 记作 C = A U B . 如果集 D 是由既属于集 A 、 又属于集 B 的一切 
元素所我们说 D 是集 A 及集 B 的^，记作 D = A D 如果集 A 及集 
B 的交集是空集，亦即 A D B = 0，我 fig 集 A 与集如果集£:是由 
属于集 A 、 但不属于集 B 的一切元素所组成，我们说集£是集 A 与集的羞裹，记 
作£ = A - B ，或记作 A \ 并集与交集的概念也可推广到任意有限个或无穷 

个集的情形，例如已给集 Ai ， A 2 ，…， A „ ，…，那么它们的并集记作0乂„;它们 

n = 1 
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的交集记作 A„ .如果 A 3 B ， 则 A - B 称为 B 关于 A 的余集，记作 C a B ;在不 

产生混淆时也可记作 C B. 

集合的运算 u 及 n 满足交换律、结合律及分配律. 

已给两个集 X 及 Y . 它们的积的定 义是： 

xx y = iu，））u e e y|. 

积的定义也可推广到有限个或无穷多个集. 

建议读者对上述概念自行作出图示. 

2. 函数与映射 设X及 Y 是两个集.使X中任何元素对应于 Y 中一个 
确定的元素的任何_，称为在X上确定、在 Y 中取值的一个虽遂;集X称为 
函数的室裏裹，设样的一个函数.如果并且如果中与 X对 
应的元素，我们说 y 是工关于/的赛，而： r 是: V 的厘蹇，记作 3^/U) .我们也 
说/是从X到 Y 的一个遽慰，记^ rl ~-/(1)，^?简单记作 /:X—Y 或X 

f 

^y. 

如果 Y 二 R 或 c， 我们说/是一实值或复值函数.如果 X = R 或 C (或 CZR 
或 C)， 我们说/是一实变或复变函数， 

设 X ， y , Z 是三个集， /: X — Y ， g: Y — Z 是两个映射，则从 X 到 Z 的映射 
^ [~^尽(/(1))称为尽及/的复食旌奥，记作 g 0 f - 例如设 X = Y ^ Z ^ R 9 f ( x ) 
= sin x , g(x) = X 2 . 我们有 

(g 。 /)(x) = sin 2 x，（/ 。 g)(x) = sin x 2 ^ 

—般说来,发。/与 f ° g 不是同一映射. 

设 /: x — y . 如果 x 中任意两个不同元素关于/在 y 中有不同的象，那么 
我们说/是一个 H ， 或称如果 Y 中任一元素在X中至少有一个关于/ 
的原象，我们说个者说它把 X 映射到 Y 上.如果/既是单射又 
是满射，那么我们说它是^ Pg. 

设 /:x—Y 是一个双射? Sir Y ， 那么有一个并且只有一个使 
得 y = /U)， 把这个I记作 gG). 这样我们定义了一个映射 Y— X，称为/ 
的逆映射， 记作厂 S 它也是一个双射，设 xex. 显然有厂 K/U))^：^ 于是得 
到X上的一个恒等映射厂 1<J / = idx : x | x. 另一方面，设: yG Y， 则有 
/(/—U：y)) 二: V，也就是得到 /。厂 1 =idy. 

以上涉及的是元素的象，我们也要考虑集的象.设的子集 A 关 
于/的％$义为 

/(A) = |/(^r) I 6 A}. 

显然， /(A)C Y. Y 称为 / 的值集 .Y 的子集 B 关于，的原象或关于逆映射 / 一 1 
的象定义为 
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厂 1 ⑻= U I x G XJ { x ) G BK 
/ _1 ( S ) 也可能是空集， 

集是数学中的一个基本概念+按照法国布尔巴基学派的观点，数学的研究对 
象是具有各种各样结构的集.例如对 R 引进满足交换律、结合律及分配律的加、 
减、乘、除运算，即引进一种代数结构，它就成为 ggg . 对 R 引进满足某些条件的 
距离及邻域，即引进一种拓扑结构，它就成为一种特别的拓扑空间和度量空间，即 
一维欧氏空间.在 R 中引进满足某些条件的大、小概念，即引进一种顺序结构，它 
就成为有序集和有序空间. 

3 •逻辑记号 在数学叙述中，采用一些逻辑记号比较方便.本书中要采用这 
些记号，在这里对它们作一些简单介绍. 

逻辑中有两个常用的量词，即“ V ”与“3”，它们分别表示“对于任何”与“存 
在着”.设集 £= U )，1，2,3,8 K 

V ： cG £， x <8, 这表不:对于£中任何元素1，总有 x ^：8, 

彐 ： c 6£ ，使得 3^ x ^4. 这 表示: E 中存在着元素工，使得 3< x <4. 

又如设 i | - ^/( jc )( GR ) 的定义集为 [ a ，6]， a ： QG ( a ，6) JP 41 im f { oc ) = 

a ( GR ) 的定 义是： ° 

V e >0, 彐 3 >0,使得 Vx €[ a ，6] n ( xo —汐，❹十汐） 一 1工 。|， I fix ) — a | 

< e. 

在逻辑中常用到“蕴涵”和“等价”的记号和“ ㈡ ' 已给两个陈述或性质 
i 3 1及户2 • “ P 表不尸1蕴涵>^2,即由 Pi 可导出户2.“尸1 ㈡ 尸2”表亦 *P 1与 
P 2 等价，即同时有 P 户 P 2& 朽<=^ 2 (或巧^巧），例如 

V j : GN ; jc ^ I^x >0. 

逻辑中也常采用否定词“非”.设 P 是一陈述或性质.“非 P ” 表示陈述或性 
质 p 不成立.所谓这种陈述或性质满足即 p 与非 p 两者中必然有一 
个、并且只有一个成立.数学中的性质或陈述一般满足排中律.已给集£，考虑 
满足排中律的性质或陈述 P 及/^.如果 P 是： 

彐 x G £,Pi , 

那么非 P 是： 

Vx G E ， 非 JV 

反之，如果 P 是： 

Vx e e,Pi, 

那么非 p 是 

3 x € £，非 Pp 
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应用这些原贝 I 〗，考虑上面的例子，那么我 们有： 

X — 

非 P ㈡ 非 （ V e >0, 3 3>0 ,使得 

V ： rG[a ， 6]n (: To — 工 0 十幻 ― l^ot » 1/(-^) ~ a | <e) 

㈡ 3s>0, 非（ 33>0 ,使得 

VxG[a,Z>]f|(xo-^,xo+5)~lxoLl/(x)-ai<e) 

㈡ 3e>0, V 々 >0, 非(使得 

VxG[a, 6 ]n(x 0 -< 5 ,j ： o" , ~^) _ i^ol ^ 1 /(^：) - a\<e) 

㈡ 3e>0, V5>0, 使得 

彐 : c6[a ， 6]n(xo _ 3 ，工 o + 沒） 一 ko} ， l/( 工 ）— a |>e . 

习 题 

1. 设 A ， B ， C 是三个集，证明下列 等式： 

(D(aUb)Uc = aU(bUc )； 

(2)(AnB)nc=(AfiB)nc ; 

(3>(AUB)nc-(Anc)U(Bnc )； 

(4) ( AnB ) xC -( AxC ) n ( BxC ); 

(5) (AUB)XC-(AXC)U(BXC); 

(6) C (AUB)= C AD C B 这里 C A 表示 A 余集 . 

2. 设 /: X — Y 是一映射. 

(1) 如果 / 是满射，那么对 y 的任何子集7，/(/<(2))二 Z ; 否则对于 Y 的某些子 
集 Z ，/ (厂 Uz ))#/. 

[ 提示 ] 考虑 0#z 匚 y-/(x )， 

(2) 如果/是单射，那么对 X 的任何子集 Z ，/— 否则对于 X 的某些子 

[ 提示 ] 考虑 Uilcrx ， 并设，但 /( 々 ）= /( 々 ）. 

3. 设 /:J：| ~~ — l ， g:z| ~~ 其中工 GR . 求 f°g 及尽 。/. 

4. 设 /: N — N 及 g : N — N 是两映射，其中 

f ' n I ~ ^ 2n; 

, jn /2 (当 / z 为偶数时）， 

g：n ^ i ( n 十 1)/2 (当 n 为奇数时）， 

(1) 这两映射是内射，满射，还是双射？ 

(2) 求 及容 。 /. 

5. 设 /:£—F 是一映射. 证明： 

(1) 如果 B 及坎是 F 的子集，那么 

r l (B n Bi ) - r l ( B ) n 厂 ubd ，厂 ub u bd 二 r 1 ^) u f 1 ( bo , 
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rHF-B ) 二 £ - f \B). 

(2) 如果 A 及 Ai 是£的子集，那么 

/(A U A Y ) = /(A) U f{A x )J{A D A x )CLf{A) f! /(A !)， 

并且可能有 /( AnA )#/( A ) 门 /( A ). 

[提示] U ) 考虑 ^-/ U ) 二 1. 

6. 设 £= |0，1，4,8，12，14，17匕下列各陈述中哪些是正确的？哪些是错误的？作出每 
一陈述的非陈述. 

( 1 ) V*tGjE ， xX); 

(2) 3上€£：，使得$>0 ; 

(3) V ： r 6 £，x 是 偶数； 

(4) 3 xGE ， 使得: r 是偶数. 

7. 设陈述 P 是“任何正整数可写成四个正整数的平方的和，”显然，这一陈述不正确.试 
用逻辑记号写出 P 及非 P . 

8. 设 /:[ a ，6]— R 是一映射.试用逻辑记号表明 /( x ) 是 U ，6] 上的一致连续及不一致 
连续函数的定义. 
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设/=是 C 上一个简单闭多边形，它的顶点是 ai ， U 2, 
…，<3„.取定 (0 七 ） aGC ， 使向量 a 不与多边形的任一边平行. V ^ GC - /， 作以 
2为起点、且与向量 a 平行的半射线 

H z — \z + ta I ^ ^ R , ^ > 0|. 

定义下列两 集合： 

a 二 u I z e c - n ; - 0 或含偶数个点 } ， 
b = u I ^ g c -/， f4 n j 含奇数个点 } ， 

其中在计算 H z nj 中点的个数时，如果某一 那么当托在&处贯 

穿 j 时，把以 算作氏 rv 中 一点； 而当以&为端点的 j 的两个邻边在仏的同 
一侧时 ，把以 算作两点. 

在 c - j 中任取一线段，当2沿着这条线段变动时，仏 rij 中点的个数只有 
当 &通过 j 的顶点时才可能改变.但按上述计数法则，这时戌 ru 中点的个 
数虽然可以变化，但奇偶性不会改变 （0 算作偶数），从而这线段或者包含在 A 
内，或者包含在 B 内.由此可见，如果 L 是 C -/ 是任一折线，那么或者 LCIA ， 
或者 LCB . 因此 A 中的点与 B 中的点不能用 c - J 的折线联接起来. 

不难看出（：-/ = 41^，4门^ = 0并且4及5都是开集.现在证明 A 与 
B 都是区域，即 V 2及 VGA (或 B )， 那么可用 A (或 B ) 中的折线把 z 及 〆 联结 
起来.作线段 ^7. 如果 = 那么7就合乎要求.否则从^出发，设^前 

进到；7与 J 的第一个交点附近，不达到 J ， 再沿着与 J 的边相平行的一些折线前 
进，一直到7与 J 的最后一个交点附近，然后转到线段^上前进到 〆 .这样就 
得到 A (或 B ) 中联结 z 及/ 的一条折线.最后容易看出 = 夂⑴证完， 
(2) 非闭的若尔当曲线不能把 C 分成彼此不相交的区域， 

这一命题看来很直观，由于若尔当曲线可能很复杂，因而需要证明.例如采 
用极坐标，两条螺线 (0 十以）—3及/)=(心+ a 2 ) — >0，0> - q 及 

- 被圆所截出的部分是一条若尔当曲线，而且一条若尔 
当曲线上可含无穷段这种类型的弧. 

假定这命题不成立.设若尔当曲线久的端点是 a 及扒《关的，并且把必记 
作®•设私是 C -® 的一个连通分支，那么狀^^匚®，并且 

关 C . 设 Q 是开集 C - 瓦的一个连通分支，那么 = •设尺是开 

集 C -( QU 3) 中包含私的一个连通分支_于是0111? = 0，即0及1?是<：- 
3的两个不同的连通分支. 

现在要证明 Q 及只 中各有一点，可用 C -3 中的一条折线把它们联结起 
来.由这一矛盾就证明了命题 (2). 
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以 a 为圆心作一圆(图51)，设 qGC a D3, 并且^一 Ui} 包含在 G 
围成的圆 盘内； 又以 a 为圆心，作半径较小的圆盘 C 」， 使得 Gng 二0;这里 

az ： i&zibCZab . 



图51 

同样，以6为圆心，作不与 C fl 相交的圆(： 6 ，设门并且 U 2 } 
包含在 c 6 围成的圆 盘内; 又作以6为心的圆盘使得 c 〗 n ^ 2 =0 ; 这里 g 
^Laz^^ab . 

再作以6为心的圆 q ：， 其半径比 g 的半径的一半还小，设 zoeq ： n 3, 
i 包含在 q ： 围成的圆 盘内； 又作以6为心、半径更小的圆盘 cf ，使得 

n cizq — 0 . 

在 C 〗 围成的圆盘内选取在 C : 围成的圆盘内选取 hGi ?， 
在尺 及 Q 内分别作连结^与 h 以及 a 2 与6 2 的折线，这两折线连同 
分别联结 ai 与 a 2 以及~与6 2 的线段围成一多角形 P =)^? 0 , 其中 

作 C 〗 的一个内接三角形: T ， 使其顶点不在 P 的顶点上或其边上.由于 C ；' 的 
半径比 C 、 的一半还小，可见： T 中包含 C \ RC ! , 因此 PU 了〕@，其中^匚 
1于是 PUT 的边界除去联结…及的线段，恰好就是 C - 品中联结 q 及 
a 2 的一条折线.于是得到了证明命题 (2) 的一个矛盾. 

系设 J 是一条 闭若尔当曲线，并且设 Q 是 C -/ 的一个连通分支 • 那么 

因为否则在 j 上有一段弧 3 a 关 0) 包含 3 Q ， 于是 c - 3的连通分支 
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多于一个，与 (2) 相矛盾. 

(3) 当 J 包含一个直线段时，若尔当定理成立 • 

设/由一条直线段及一个弧^构成，其中 = 今 

a 及 6 ，々 =1，2 .作一 • 个以 zi 为心的圆盘 D ， 使得= 0 - 令 C , Cf ) 
~ azj )= UdhCi 及 c 2 表示构成 c - U，d 的两个开半圆弧并且以上各点在 
线段上的顺序是^，2/，~^，仏现证明 c - /中没有折线联结 c 】 及 c 2 上 
的点 • 假定 C - J 中的折线 K 联结 

连同线段构成一个多边形尸，而且 w 及 r 分别属于 C - P 的两个不同的连 
通分支.因此联接 M 与 W 的曲线 ‘U 必然与 K 相交于一点，与 KCC 

-J 相矛盾.这样，就证明了 C - /不是连通的. 

设 Q 是 C — J 的一个连通分支.由 （2) 中的系， = J ，从而 Qn ( C ! UC 2 ) 
乒0.于是 Q 二，或者 Q 二) C 2 ，因此 C - J 恰好有两个不同的连通 分支. 

为了完成若尔当定理的证明，先引进可达点这一概念•设 G ( C ： C ) 是一区 
域;且如果有一若尔当曲线，使得$ _ 丨那么 p 称为区域 G 

的 3^- 

看出， aG 上任一点 a 的任何邻域中一定有 G 的可 g 点•事实上 ， Ve 
>0,在以 a 为心、以 e 为半径的圆盘 A 内， 3 z 6 G , 作线段那么35 :门 
^是一有界闭集 F . 显然•因此匚 J ， 使得 U * - = |>0恰好是尸 
及 z 的距离，于是^ r - } 匚 G ， 从而，是 G 的一个可达点 • 

如果 3 G 是若尔当曲线，那么上每一点都是可达点.事实上，圆盘边界上 
每一点是可达点.于是由第六章中定理和定理7,2,以及若尔当定理，就可 

证明这一结论. 

(4) 若尔当定理成立. 

作直线/，使得 / P 1 J 中的点多于一个•取別€/，使得列把丨分成从 M 出 
发的两条半射线“及/ 2 ,并且使“及/ 2 上都有 ZfU 中的点•于是 “CU 及 h 
rv 都是非空的有界闭集;把其中与 a 相距最近的点分别记作“及6.作线段 
ab • 

设及是/上从 a 到々的两段弧，并且及6(々 = 1，2)•令& = 
311^^及5 2 =311^^_由 （3 )，C — &及 C - S 2 分别是由不同的连通分支 
R u D t 以及不同的连通分支 R 2 ,D 2 构成，其中 A 及 R 2 有界，及 D 2 无界. 
我们有 

C — Sj S2 = {R\ U D\^) Pi (C ~ S2 ) 

=(Ri u do n (r 2 u d 2 ) - (r v u r 2 ) u (o t n d 2 )， 
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c-j - (j?i u j ?2 u u,6h) u ( d 1 n d 2 ). 

显然， （ i ^ Ui ^ LKS - u ,6 i )) n ( D 1 nD 2 ) = 0. 

不难看出，尺 iUi ^ UCi - U , 6丨）是一区域•现在只需证明 0 x 002^- 
区域. 

首先，0,由于 z 2 ^ d u z 2 有一邻域包含在仏 内； 又由于 ^ 2 e 
3 L > 2 , 在上述邻域内有一点属于 D 2 .其次，7^1102显然是一 开集. 

最后证明 DxnD 2 的连通性.设 G 是队门！^的一个连通分支.由 （2) 中的 
系， 9 G = J . 

在 O 上选取 G 的可达点 q 及心，使这些点在弧上的顺序是 
幻， 6•作若尔当曲线使其除端点外包含在 G 内.用^及 M 表示@上 
的弧.于是 S = ^ iU 0 U 石 UG 是满足⑶中条件的一条闭若尔当曲线，而 
且 SCGU / U ▽•由 (3) C - S 只有两个不同的连通分支 H 及 K . 我们有 

假定 1^(102 还有一个不同的连通分支这时如果那么 
或 K ; 但 aGfJ ， 而芡及只只包含一部分 /. 这是不可能的.如果 Gl f | 
S 关0，那么 (^ nSCC ^ mGUjUWhiSS ， 还是得一矛盾，证完. 
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1. 链与闭链 •指标 现讲述同调及同伦形式的柯西定理.在不作特别说明 
时，仍把曲线了解为光滑曲线或分段光滑曲线，但一般不设曲线是简单的，沿它 
的积分的定义，还是与第三章§1中一样.现先引进与曲线有关的一些概念. 

设曲线 CC： 区域 DCZC. 设 /U) 在 D 内解析.把 C 分划成彼此相衔接的曲 
线(^，0 2 ，"、(^，那么就有 

f ( z)dz = f ( z)dz + f f ( z)dz + …+ (* f ( z ) dz . (1.1) 
J c J c. J c, J c 

1 L rt 

我们把 C 的上述分划写成“形式 和”： 

C = Cl + C2 + … + Cn. (1.2) 

当，…，心是！）中的曲线，而不一定构成某一曲线的分划时，也可考 
虑它们的形式和 （1.2). 这时把 C 称为 D 内的一条链•如果 C 1? C 2 ,-, C n 是闭 
曲线，那么就称 C 为 D 内的; —条闭曲线可以看作闭链的特例 . D 内 
解析函数在链或闭链 C 上的为 （1.1). 

我们约定，当 Ck(k = 1，2,…， w) 由 z = z k ( t)(t 6 [ a , b ]) 给出时，那么 

\ /U)(k 表示从 qU) 到 q(6) 的积分，而 f f ( z ) dz =- \ /U)d 之，则表示 
J C L J - C , J c . 


从 2^(6) 到 Zk ( ci ) 的积分 * 

现在定义闭链或闭曲线关于一点的指标.在闭曲线情形，它是曲线围绕该点 
旋转的圈数•设 C 是一闭链或闭曲线•设 zGC - C ， 积分 


丄 f 立 
2?riJc ^ - z 

称为 C 关于 z 的指标，记作 i c U); 当 C 化为一点时，取 J c (z) 二 0 .显然 

I-c(^) = - k ( 之） • 


(1.3) 


指标有下列性质： 
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定理 1.1 在上述定义中， J c u ) 取整数值®，在 C - c 中每个区域内， 

tu ) 取整常数值，而在其中每个无界区域内 JcU ) 为零 • 

证如果闭链 C 可表示为形式和 （1.2) 式，其中 Q 是闭曲线，那么由 （1.1) 

式 ，V zGC — C , 

JcU ) = 2 l c k M ^ ( L 4) 

* = i 

可见只需对闭曲线的情形作出 证明- 

设 C 是闭曲线.由于的原函数是 Ln ( C - z ) 的解析分支， （1.3) 中的积 

C 一之 

分等于 Ln ( 幻的两个解析分支在 C 上同一点的差，即为 2; ri 的整数倍，从而 

kU ) 取整数值. 

对于 z 及5： + Az ^： C ~ C 中同一区域内，我们有 

1 r 

+ △ 之 )- Ic(z) = 2^iJ c ^ z )(^ - z - Az ) dz - 

于是当 Az ^ O 时， Jcb + △：?：) — ic ( z )— 0,即 J c ( z ) 在 C — C 中任一点连续，从 
而在其中每个区域内取整常数值， 

由于 C 是有界的，由（1.3)，当 kl 充分大时， U C U ) I <1， 由于 J C U ) 取整 
数值，从而在 C - C 中无界区域内， J C U ) 为零 • 证完 • 

2. 同调形式的柯西定理设闭链 CoSC ^ C ： 区域 DCC •如果 VzG 
C - _D ， 

J Co (z) = J Ci U )， 

那么我们说 Co 及(^在！）内如果\/^(：-0,10。（5：)=0,那么我们说（： 0 
在 D 内与零同调. 

由（1.4)，如果闭链 C 0 及 q 在区域 D 内同调，那么 C 0 - 心在！）内与零 
同调. 

不难看出，单连通区域内任一条简单闭曲线与零同调.柯西定理可推广成 
下列同调 形式： 

定理 2. 1设 / U ) 在区域 D 内解析.设闭链 C 0 及 Q 在 D 内同调，那么 

f ( z)dz = [ f ( z ) dz ^ (2，1) 

J c o Jc i 

特别，如果闭链在 D 内与零同调，那么 

( f ( z)dz = 0, (2.2) 

_ Jc o 

①也可能取十 


而且 W z G D — Cq ， 
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/“) _ I Co ( z ) - 士 J " c 。 fp - z d ^. (2.3) 

(2.3) 是柯西公式的同调形式.为了证明这定理，我们先证明两个引理， 

引理 2.1 如果 / U ) 在以△为周界的闭三角形上连续，并且在这闭三角形 
上除去一点 a 外解析，那么 

f ( z)dz = 0. (2.4) 

证如图52, «或者在 △ 上，或者在三角形内部，作以 a 为心、以 r 为半径 
的小圆，它与闭三角形的交集设为尽. 


a 



图52 

在第一种情形，用表示△除去作为尽的线段边界部分而得的折线.这 
时由柯西定理， 

F* f% 

f(z)dz + f(z)dz = 0, 

r 

即 

f{z)dz — - f(z)dz. 

J △” J B 

r 

用 M 表示 |/( z ) I 在闭三角形上的上界，我们有 

j% 

f(z)dz ^ M • arr —► 0( r ^ 0) , 

JB r 

因此 

[ f(z)dz = — lim f(z)dz — 0. 

J a r>oJ b 

r 

在第二种情形，由柯西定理 

* P 

f(z)dz = f(z)dz , 

J v Q 

r 

于是同样可证明 （2.4) 

引理 2.2 如果 / U ) 在区域 D 内解析，而且 gU ， c ) 在 dxd = Kz ， C)U 
内定义为 
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( fiO - f(z) 


^ z), 

(? = z ). 


(2.5) 


那么在 DXD 内连续 . 

证在点 （ 2 ： o, 〔 0 ) 60 乂 0 ( ； 2 ： 0 : ^^)) ，尽（ 2 ：，（）显然连续 . 考虑 （ zo ， zo)GD 
XL). 在 D 内作圆心为 z Q 、 半径为 r 的圆盘，并且在这圆盘内任取不同的两点 z 


及 G 那么 

g (^^) - g (^ O ^ o ) = ~ _[/( ^) - /( z 0 )] dxv , 

g - zj 

其中 g 表示从 z 到 （ 的线段.因此 

I g(z^) - g(z Q ,z 0 ) sup I f(w) - f {z 0 ) I . 

VL>^ 

另一方面 


g(z,z) - g(z 0 ,z 0 ) = /(z) - /(zo) 

于是当 r— 0 时，亦即当（之， ( 之 0 , 2 ： 0 ) 时， g*(z ， g*Oo, 2 ： o) . 证完 _ 
定理 2 . 1 的证先证明 ( 2 . 3) .令 


h(z) 


2 nij 


27 ：iJ 


a 


a 




no 

c - ^ 


dC 


(z e d), 

u e d )， 


( 2 . 6 ) 

( 2 . 6 ，) 


其中 /U) 在区域 D 内解析，闭链 Co 在 D 内与零同调，由 （ 2 . 5 ) 定义 . 


我们要证明 A U) 是整函数，并且恒等 于零 . 由此根据 ( 2 . 6 ) ， VzGD-C 0 , 


/( 之）_ 


j_r dc 

2 TtiJ C 0 ? - 2 ： 


丄「 an. 

27 riJ c 0 C -之 


扣， 


从而 (2.3) 成立. 

/ r ( z ) 是整函数的证明 如下： 

1) /!( 幻在 C -( DU 3 D ) 内解析由 （2. 60及第三章定理 4，1 就可看出这 
一点. 

2 U (幻在 D 内解析对于 D 内任一紧集 K ， gU ， C ) 在 KXQ ={ U，【）I 
zGK JGCo } 上连续，从而一致连续.与实变函数积分情形类似 JU ) 在 D 内 

任一紧集 K 上连续，从而在 D 内连续. 

现应用第三章莫勒拉定理 5.1 及这定理后面的说明.考虑 D 内任一三角 
形的周界△.由（2.6)，及的一致连续性，我们有 

A ^ f% f* ^ 

2 m h(z)dz = dz ^ d( g(z, 06 z. 

」△ J A J c 0 J c 0 J ^ 
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取定 （ GCo , 在以△为边界的闭三角形上，私“，<)连续，并且可能除去（外解 
析.于是由引理 2.1 立即得到 


h ( z)dz — 0, (2.7) 

J △ 

2) 得证， 

3) hU ) 在 3 D 上解析 VqGaD ， 可以作以 q 为心的一个圆盘，使得 
&(1<^=0.于是由定理1.1，在1^内， J C () U ) 是常数.已知闭链 C 0 在 D 内 

同调于零，因此当之 e /^ ruc - D ) (关 0) 时，二0,于是 
= 0.从而 VzGKi ， 


h ( z ) 



fU ) — f ( z ) 

K ~ ^ 



f ( K ) 


扣， 


因此 / lU ) 在 2：1 解析.由 q 的任意性，它在 aD 上解析. 


由 1) 一 3)，/ iU ) 是整函数得证. 

现应用第三章刘维尔定理 4.4 证明.取 r c >0, 使得 £ C =UI kl 
> r 0 f 满足 £： 0 门0 0 =0.由定理1.1，^6£：( ) ， 


l cX ^) 


27riJ 


_dL_ 


因此由 （2_6) 及 (2.6')， 对于 zGEojU ) 可以用（2.6')表示出来.由此可得— 


^~ fr-OO 


/ iU )=0, 从而 / tU ) 有界并且恒等于零， （2.3) 证完. 

(2.2)可由（2,3)导出.选出《60-(： 0 ，并且令 FU ) = U - a )/ U ). 于是 
由(2.3)及只(£0=0就可推出（2.2): 


c/ {z)dz = \ c 0 ^ a dz - 2ldFW • =° - 


为了证明 (2. 1)，只须注意 到：如 果闭链 C 0 及 Q 在 D 内同调，那么闭链 Co 
-(^-(^.(-(^在！）内与零同调.于是应用 (2.2) 就可推出 （2.1), 

3. 同伦形式的柯西定理我们往往要考虑可以相互连续变形的曲线.在 
下面就这种曲线引进一个明确的定义时,暂时不遵循第一章第5段中关于曲线 
的某些约定. 

已给在区域 L > 内有相同端点的两条连续曲线 Ca:z = g Q U ) 及 C x ：z = 

貧 1 (?)，其中0<«<1.如果存在着在[0，1]\[0，1]=丨（/，^0丨{及^6[0，1]}上 


确定、在 D 内取值的连续函数使得 

谷（,，0) = gQ ( t )， d ( t ， l ) 二 g \( t ); (3,1) 

VMG [0.1]，5(0， u 〉 = _ g t o (0) : = gi (0)，5( l ， M ) = ^ r o ( l ) = g ' i ( l ), 那么我们 
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说 C Q 及 Ci 是 D 内有相同端点的同伦连续曲线. 

设 C Q 及(^是！）内的连续闭 曲线. 如果存在着在 [0， l ] x [0, l ] 上确定、在 
D 内取值的连续函数 5 U ， w ), 使得 

沒（之， 0 )二 go(t), = glit); 2 ) 

V m = (0, 1) ，3(0, w ) = 5(1， m )， 

那么我们说 Co 及<^是0内的同伦闭连续曲线.特别，如果 函数幻 U ) 二 a (常 
数），那么我们说闭连续曲线 C Q 在 D 内与零同伦. 

在上述定义中，取定14 6[0，1]，2 = 5(〖，《)表示0内一条连续曲线 C u; 它 
或者与连续曲线 C Q 及 q 有相同的端点，或者是一条闭连续 曲线. 直观看来， 
当《从0连续变到1时，这条连续曲线从 Co 连续变形到 CV 

例 1设 Co:z = g G U ) 及内有相同端点 
的两条连续曲线.设在 [0， l]x [0，1]上的连续函数 

d{t,u) = (1 - u)g Q (t) + ug x {t) 

在 D 内取值，那么 C Q 及 q 是在 D 内有相同端点的同伦连续曲线 • 

例 2设区域 D 匚 Ul UI < K }(0< R <+ oo )， 那么 C ^ z ^ Re ^ RC^z 
=尺、 27 ^(0<只 / <只，？€[0，1]是£>内的连续闭曲线.取在 [0， l]x [0,1] 确 

定、在 D 内取值的连续函数 

S(t ,u) = ( uR r + (1 - u)R)^ mt 9 

可见（：0及(^是在 D 内同伦的连续闭曲线 • 如果 G 的表示式中的尺'换成0, 
即 q 化为原点，那么 Co 是在 D 内与零同伦的连续闭曲线 • 

有了同伦概念，可作出单连通区域的明确的定义:如 果区域 D ( CC ) 内任何 
闭连续曲线与零同伦，那么区域 D 称为单连通区域. 

在 Coo 上，把连续闭曲线与零同伦的概念扩充到无穷远点情形，同样得到 

Coo 上单连通区域的定义， 

现在我们先阐明光滑或分段光滑闭曲线同调与同伦的关系，然后由同调形 
式的柯西定理导出同伦形式的这一定理_光滑或分段光滑曲线同伦，仍采用本 
段开始时关于连续曲线同伦的 定义. 釆用前面的记号，现在 C ◦及 Ci 是光滑或 
分段光 滑曲线，但^/«€(0，1)，2二8(~«)(0<〖<1)是连续曲线，而不一定是 
光滑或分段光滑曲线. 

从此开始，我们又把曲线理解为光滑或分段光滑曲线 • 

现证明关于闭曲线的指标的一个引理： 

引理3,1设 C 0 ： z ^ g 0 ( t)R CVz = 幻⑴ （0«1)是 C 上的闭曲线•如 
果 3« GC ， 并且 VK [0，1]， 
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I gi(t) - go(t) I < I a - go(t) I , (3.3) 

男 P 么 ic o ( a ) = /Cj ( ^ ) ■ 

证 由 （ 3.3 )， Co ， a e Ci . 令 

/ •、 幻⑴ 一 a 
发⑴ = “ rr - a -， 

那么由 (3.3)， 于是闭曲线 = 在不含 0 的圆盘内，从而 

¥ = 0,即 I c (0) - 0. 


c 


又因 


R'(t) = g[(t) — gp(t) 

g(0 gi(t) - a go(t) - a ' 

所以 i c (0)= I Cl ( a )~ J Cq U ) 二 ()• 引理得证. 

定理 3.1 设闭曲线0 0 :2 =阶（，）与在区域 D 内 
同伦，那么 C 0 与 q 在 D 内同调.如果在 D 内与零同伦，那么它在 D 内与 
零同调. 

从定理 3. 1及 2. 1可以立即得到同伦形式的柯西 定理： 

定理 3.2 设 / U ) 在区域 D 内解析.设闭曲线 Co 及(^在0内同伦，那 
么 (2.1) 成立.设闭曲线 Co 在 D 内与零同伦，那么 (2.2) 及 (2.3) 成立. 

定理 3.1 的证明设闭曲线 C Q 与 Q 在£>内同伦.由定义，存在着在[0，1] 
x [0， l ] 上确定、在 D 内取值的连续函数<50，^0，使得(3.2)成立. 

^6仏由于[0,1；^[0，1]是紧集，可见4(£^)|0<£，^<1|也是紧集， 
从而 3 e >0, 使得 

I a — d(t 9 u) I > 2e (0 ^ ^ , w ^ 1). (3*4) 

因为^£，10在[0，1]\[0，1]上一致连续，所以存在着正整数 n ， 使得 


I ^(t 9 u) - d(t\u) l<e(l ，一 〆 l + l u - u I < — j. 
确定闭折线朽：之=矜(1)(々=0，1，|"，72;0<，<1)，其中 


cp k (t) = 8 


m r _ 
,n J n 

m — 1 


m - 1 \ m — 1 k \ i m 

-^ rr s [~^ r ^ n)w 

m 、 




由 （ 3.5) 及 (3.6 )， 

9k(t) - 含 

特别，取 *=0 及是二 W ， 就有 


< e(k — 0 ， 1 ，…，”； 


(3.5) 


(3.6) 

(3.7) 
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I < Pn ( t ) - go (^) I < £ » I < Pn “、- gi ( t ) I < e (0 ^ ^ 1)* (3*8) 

由 (3,4) 及 (3.7)， 

\ a — f k ( t ) \ > £ (是二0，1，…， (3. 9) 
另一 1 方面，由 （3.5) 及 (3.6) 得 

I 科 - iU ) - 9 kit ) \ < e (々=0， l ，〜，7 i ;0<£< l ) (3.10) 

由 （3,8)，（3.9) 及 （3. 10)，应用引理 3.1 U + 2) 次，可见关于 C 0 , P 0 ^ i ， 
P2 , …， P n ， Ci 之中每一条闭曲线， a 有相同的指标•由于 a 是！）外任一点 ， Co 
与 q 在 D 内同调.当 q 化为一点时， Co 在 D 内与零同调.证完. 

定理 3.1 证明了在一区域内两条同伦的闭曲 
线也是同调的.但两条同调的闭曲线却不一定同 
伦，例如设 a 及沒 6 C . 在区域 D = C - U ， 川中 
作闭曲线 Co ( 走向为 cdecpqchjcrlc、R q ，如图 
53,由直观看出， / Co (/?)=0, ％(«) = 

\(妁=0•于是（： 0 及 Q 在£)内同调.但它们 
在 D 内不同伦. 

由此可见，即令在闭曲线情形，定理 2.1 比定 
理 3.2 适用范围更广. 




附录四整函数的无穷乘积展式及 
亚纯函数的部分分式展式 


1. 无穷乘积一般整函数可以看作是多项式的推广.我们知道，多项式可 
以按照其零点分解成有限个因子的乘积.这一结果也可推广到整函数，即可把它 
按其零点分解成若干个因子的乘积.由于许多整函数有无穷个零点，先引进无穷 
乘积的定义及一些性质. 

已给一复数序列}九}•设 VAGN - 彳0}，九关0*如果当 w —+ co 时，部分 

乘积 

A = it 九 — 

k=\ 

那么我们说无穷乘积 

Upk ( 1 . 1 ) 

A = 1 

收敛于值 P . 

显然， f [九 = exp (2 ln 我们在上述定义中规定外关0及 P _0, 是 

*=1 k=i 

为了把无穷乘积 （1.1) 及级数 21 n 外相对照进行 研究； 而且在序列1九 } 中只要 
有一元素为零，那么彳的极限必然是零. 

当 （1.1) 收敛时，我们有 

= Pn+l ~*p = K« — + °°)， 


亦即 

lim p n = 1. 

n - ► 十 oo 

因此 (1.2) 是 （1.1) 收敛的一个必要条件， 


( 1 . 2 ) 


① e z 可记作 exp(z) 或 exp z.ln pk 取 Pk 的对数的主值，见下页。 
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把 A 记作1 + a k 9^0. 于是 （1,1) 可写成 

fla + a k ). (1-10 

k—l 

由 （1.2) ，这一无穷乘积收敛的必要条件是 

lim a„ = 0. (1.2') 

关于 an 的收敛性，有下列 k 理： 

定理 i.i 设 vagn - joi ， 复数 i + q # o , 那么无穷乘积 （ i . r ) 与级数 

/^ln(l + aj.) (1.3) 

k = i 

同时收敢或同时发散，这里 

ln(l + a^) = In ! 1 + I + iarg(l + a 是）， (1.4) 

而且 

- 7 u < arg(l + ^ (1.5) 

证设 （1.3) 收敛于 S ， 并且把它前几项的部分和表示为 S „ ，那么 S n — 
S ( w — + °°)，从而 

n 

P n = JUl + ak) = e S « e s 7 ^ 0(rt — + °°) ， 

即 （ i . r ) 收敛. 

相反地，设无穷乘积 （1. 广）收敛，即代― P 关 0 U — + oo ). 要证明级数 
(1.3) 收敛于 Ln P 的一个值，即它的部分和 S „ 收敛于 Ln P 的一个值. 

已知 （1.3) 的各项满足条件 (1.4) 及 (1.5) .显然 ， S „ 不一定满足这种类型的 
条件，但它必然是 Ln 的一个值，现用 in 表示满足（1_ 4) 及 （1.5) 型条件的对 
数.由于 

Ln ( 訾 )= LnP n - LnP f 

彐使得 

ln(^)= S„ - InP + 2h n id. (1 ， 6) 

当 n —+ oo 时，1，从而 

ln(P n+1 /P) -ln(P„/P)^0. 

但 111(1^ +1 / 户） —ln(P„/P) = S n+ i — S n + 2(h n+1 - h n )ni 

=ln( 1 + a n ) + 2(h n+1 - h n )ni 

由 （1.20, 当7 1 4+00时,心 + 1 -/^—0，从而存在着6€乙,使得对于充分大的 
= 于是由 （1.6) 得到 
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S n ^ in P + 2h7zi(n -►+ 00 ) 

证完. 

定理 1. 1说明无穷乘积的收敛问题可归结为级数的收敛问题.如果级数 
(1.3) 绝对收敛，我们说无穷乘积由于这时级数 （1.3) 收敛，无 
穷乘积(1， r ) 也收敛.关于无穷乘积的绝我们有更简单的判别法. 


定理 1.2 无穷乘积 (1.0 绝对收敛的必要与充分条件是级数绝对 

n = 1 

收敛. 

证 由第四章 (4.9) 式，当 kl < l 时， 


ln(l + 


z 


2 


<y(UI+ UI 2 十…） 


3 

1 


之 2 + 

UI 


2 1 - UI 


这里对数取的是主值支的值.于是当 k I 时， 

音 I 2 ： I < I ln(l + z) 丨 < 音 I 2 ：丨 • （ 1.7) 

由此就可完成定理的证明. 

我们现在研究因子是解析函数的无穷乘积. 

引理 1.1 设丨 wUM 是在区域 D 内解析函数的序列，并且在 D 内，1 

+ W ( z ) 乒 0 U 6 N - |0}).如果级数 2 lwU )| 在 D 内内闭一致收敛，那么无穷 

乘积 


+ 00 

XX (1 十 u k { z )) (1,8) 

在 D 内内闭一致收敛于一个不为零的解析函数 /( z ). 


无穷乘积在 D 内内闭一致收敛，就是指序列丨 11(1 十 ^(^))1 在 D 内内 

i 二 1 

闭一致收敛 A 

证由（1.7)，级数 2 Un(l + M A ( z ))| 在 D 内内闭一致收敛，从而 21 n(l + 
& U )) 在 D 内内闭一致收敛于一个在 D 内解析的函数，这里及以下的 In 都满 
足 (1.4) 及 (1.5) 型的条件.因此无穷乘积 （1. 8) 收敛于一个在 D 内无零点的解 
析函数 

+ oo 

f(z) - exp( + U k (z))). 

_ k=i 

①对于复数或解析函数的级数或无穷乘积，如果除去前面有限项或有限个因子而得的级数或无穷 
乘积收敛、绝对收敛、内闭一致收敛，原级数或乘积也有相应的性质. 
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现证明无穷乘积在 L (内内闭一致收敛于 / U ). 设 F 是 D 内一个有界闭集， 
并且设 M = maxn / U 川， Ve 6(0， iU ). 由于 21 n(l + w U )) 在 F 上一致收 

敛 ，3 N — N ( e ) >0,当 n ， zG F 时， 

+ Oo 1 

S ln(l + u k ( z )) < ^ . 

k = n+l ZJVi I 

从而令 4( 之 ）= ln(l + 以（之 ））， 就有 

f ( z ) - u k ( z )) = exp ( 2^(^)) - ex p ( 2 4( 之 )） I 

k=i k=i k=i 

+ co +oo 

= exp ( X /4(^))| I 1 - exp (- 2 4( 之 )）1 

k — X k = n + l 

< M (点 + 2i(2m) + '") 

: 2( 1 + 士点 + ^(^ fe ) 2 + …） 

〈 M 1 十卜 ••卜 e . 

证完. 

无穷乘积可以扩张到有限个因子是零的情形.设在无穷乘积 Cl. 1) 中，当 
是〉 整数 即>1 时，外 #o, 这时如果 if 九收敛，那么我们说 (l.i) 收敛于 

k 丄 n^+l 

n 0 +oo 

ii pk - n pk - 

k = \ k = «Q+1 

如果对于某些，九= 0,那么就说 （1.1) 收敛于值零.这样，收敛的无穷乘积 

的值是零的必要与充分条件是有一个或有有限个因子是零 • 

类似地可作出有限个因子是零的无穷乘积绝对收敛的定义•对于因子是解 
析函数的乘积，如果有关区域中某些点是有限个因子的零点，也可相应地作出收 
敛、绝对收敛及一致收敛的定义. 

定理 1.3 设 UaU ) K 々6 N - |0丨）是在区域 D 内解析函数的序列，并且 
满足下列 条件： 

1) 所有 1 + wU ) 的零点集在 D 内没有 聚点； 

2) D 内任一点只可能是有限个1 + 的零点； 

3) 21 ^ U)l 在 D 内内闭一致收敛， 

那么无穷乘积 （1.8) 在 D 内收敛于一解析函数 /( z ), 而且 /( = ) 的每个零点是 
有限个1 + wU ) 的零点. 

证任取有界闭集 FCD •由 1) 及 2)， F 内只有有限个点是 1 + ^ U)UG 
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N -jO|) 的零点，而且每个这样的点只可能是有限个1+的零点.因此彐 n 


= 使得 V 々>72, 


+ OQ 


1 + ^(之）¥=0(2；€1))•由 3) 及引理 1.1, JX (1 + 

k = 71 + 1 


I^U)) 在 F 的内部①内闭一致收敛，从而 （1.8) 在 F 的内部收敛于一解析函 


数，由于 D 是所有有界闭集 FCD 的内部的并集，并且由于解析函数在 D 内的 
唯一性，就可得到定理的结论. 

2. 整函数的无穷乘积展式先证明一个引理，令 

£ 0 ( z ) = 1-之， 


E k ( z ) = 


(1 ― 2 ： )exp^2 ： + f + 




我们有 

引理 2.1 当 UKl 时， 

|1 - E k (z)\< Ul^ 41 . 


ik 二 1 ， 2,…） • 


(2.1) 


证对于6=0，（2.1)显然正确•对于々>1，通过计算即得 


— El(z) = 2 ^exp| z + 专 + …+ 




因此 - 在2二0 有々 阶零点，而且它在0的泰勒展式中的系数是非负实 
数.又因 


1 — E k ( z ) 






所以 1- 在2 = 0有6 + 1阶零点•令 

<P(Z) = (1 - E^(z))/z a + 1 , 

那么炉 U) = 2a〆， 其中所有〜>0•因此当 U1<1 时， 


理得证， 

现在研究整函数的因子分解问题，先 证明： 

引理 2.2 如果整函数 / U) 没有零点，那么 

f(z ) 二 e 尽⑴， 


其中 g U) 是一整函数， 

证显然， /( z)//(z) 也是一整函数，从而是下列整函数的 


gu ) 二 


^ m)dc 

0 m ) 


导数.可算出整函数 /“）e— ^^的导数恒等于零，于是 /( 幻 e^ u) = A (常数）， 


① F 的内部就是 F-3F, 这里 3F 表示 F 的边界. 
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引理得证. 

设整函数 / U ) 在原点有 w (>0) 阶零点，此外还有零点4 42,…，〜，其中 
W 1 (>1) 阶零点在上列有限序列中出现次，于是函数 

h(z) = /(^>A m n( 1 -^) 

在 C - |0，£^ ， a 2, …，丨中解析，而丨0, < zi ，“2,…， a „ | 中每一点都是 A ( z ) 的可 
去奇点.因此 A U ) 表示一个没有零点的整函数.由引理2,2就得到 

f(z) = -~Y 

其中 g (幻是一整函数， 

下列定理中作出具有无穷个已给零点的整函数. 

定理 2.1 设丨'丨匚€，〜#0，并且11111 ^ = 00( 有些〜 可能相等）•如果 
3 j ^ JCN ， 使得 \/ r >0， 

+°° / _ \p +1 

<+ °°， (2 * 2) 

那么 

十 <30 

h ( z ) = XI Ep n ( z / a n ) (2.3) 

表示一个整函数，它以 uj 中的点为‘点，并且没有其他零点. 

如果 a 在中出现 m 次，那么 a 是 /( z ) 的 m 阶零点. 

例如取 - 1 .那么 V r >0，(2,2) 成立. 

证是 (2.3) 中无穷乘积所有的因子的零点构成的 序列； 这些零点的 
集显然在 C 中满足与定理 1.3 中条件 1) 及 2) 相应的条件.要证明 （2.3) 中无穷 
乘积收敛于一整函数，由定理1.3,只须证明 V r >0， 

2 ll -E p (zla n )\ (2.4) 

r n 

在 U I 上一致收敛.固定 r >0, 当 / z 充分大，且 I z I 时， | | <1, 于是 


由引理 2.1， 


\l - E p (z[a n ) I ^ 

r n 



由条件 (2.2)，（2.4) SUI < r 上一致收敛 • 

Vr >0, 当 n 充分大时， UJ >2 r ， 亦即广/|〜丨<1/2 •因此取 fi n = n_U 


Vr >0，（2.2) 成立. 

定理中其他结论是明显的. 

关于一般有无穷个零点的整函数的无穷乘积展式，魏尔斯特拉斯证明了下 
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列 定理： 

定理2,2设整函数 / U ) 在 z 二0有 w (>0) 阶零点 （ m =0 表示/(0)参 
0)，其余无穷个零点可按其模数排成一个序列(每个阶零点在这序列中 

出现叫次）.那么存在着一个整函数 gU ) 及一个序列匚 N ， 使得 

+ 00 

f{z) = Z m e g(z) H Ep n (zla n ) (2.5) 

证由定理 2.1，3 丨 AjCN ， 使得整 i 数 


+ oo 

h{z) = z m J[E p (zla n ) 

n = 1 " 

与 /( 幻有相同的零点，并且每个相同的零点有相同的阶数.于是函数 / U )/ 
/1(之）在<11-|0}- jaj 解析，而在2二!]，〜 ， a 2 , …有可去奇点.因此 /( z ) M(sO 
可表示一个没有零点的整函数.由引理 2.2 就得到定理的结论. 

例求 sin 7 T 2 ；的无穷乘积展式. 

解 sin ttz 的零点是 2 : = 土 w(n 6 N ) ，而且所有这些点都是一阶零点.取定 
理 2. 1 及定理2_2中的户„ = l ^ azn-i = ~ n , a 2n — w ( n > l ) •那么 V r >0, (2,2) 
成立，从而 


sin itz = ze 


gi ^) 


(1 + z)e~ z (l - z)e^ (1 + f) e 3(1 _f)e 2 … 


z 


z _ 


n )^{ l - n ¥ 


( 2 , 6 ) 


其中 gU ) 是一整函数，在下一段末，可以断定 g ( z ) 是一常数.又因 


limf 〒 =兀， 


所以在 (2.6) 中， e ^ u ) =7 T . 

由引理 2.1 及定理1.1，无穷乘积 (2. 6) 及相应的 （1,3) 型的级数绝对收敛. 
从而在乘积中可以合并与 —n An 相应的项，最后得到 


sin 7ZZ — KZ 


n 


n 


(2,7) 


本节中定理 2.2 是魏尔斯特拉斯得到的. 

3. 亚纯函数的部分分式展式 亚纯函数可以看作是有理函数的推广.有理 
函数可以写成两个多项式的商，或者写成部分分式展式.这些都可以推广到亚纯 


函数.首先应用定理 2 . 1 , 可立即 得到： 

定理 3.1 任何亚纯函数是两个整函数的商. 

证 已给亚纯函数 / U ). 可以作出一个整函数 AU )， 使得它的所有零点 
、^，…（^，^，…互不相同僧好就是 /( 幻的所有极点，并且使得零点与相应 
极点的阶数相同.于是函数 5：) =/( 2)^( 2：) 在 C - | 6i , 62 , …}内解析，并且以 
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幻，心，…为可去奇点•因此 gU ) 确定一个整函数，并且 f ( z )= g ( z )/ h ( z ). 

设亚纯函数 / U ) 的所有极点是 bdbubh …， b n ( bo ， b i 9 …， b n 互不相 
同），并且 / U ) 在围绕这些极点的洛朗展式中的主要部分分别是 P 0 ( lh)，Pi 
(1/ U -60) …， P „(1/ U -6 J )， 于是函数 

gU ) ^ f ( z ) - 

在 C -丨如，^，…，丨内解析，而 b^bx ，…， b n 中每一点都是可去奇点，从而 
gU ) 确定一个整函数.因此我们有 

/ u )= SP (六卜 U )_ (3.1) 

这就是 / U ) 的部分分式展式. 

如果亚纯函数有无穷个极点，那么与 （3.1) 中和式相对应的无穷级数在极点 
以外不一定 收敛我 们要从有关级数每一项中减去一个适当的多项式 ，使 得所得 
级数在极点以外收敛，从而可以得到与 (3.1) 相类似的结果. 

下列定理中作出具有无穷个已给极点并且具有相应的主要部分的亚纯 
函数： 

定理 3.2 

n —►+ oo 

= oo •设是不含常数项的多项式，那么存在多项式，使得 

h(z) = P ° ( 士 )+ §( P ”(A；) _Q “ z) ) (3 , 2) 

是亚纯函数 4 U ) 的所有极点就是中的所有点，并且和极点6„相应的主要 

概私(7^)_ 

证考虑心，其中.函数 P A ( l / U - h )) 在 Ul < l \| 内解析，并且围 
绕原点可展开成泰勒级数 

a ^ k) + a{ k) z + a ^ k ) z 2 + •** + alf )， + …， 

现估计这级数的系数，设 

M k - max j I P k ( ll(z 一心 ）I | . 

\ z \^\ d k \ 12 

由第四章 (4.1) 及第三章 (4.16)， 我们有 

\ a ^\ KM k {2 l \ b k \) m . 

取正整数 m k ， 令 

Q k ( z ) = ai k) + a [ k) z + + a m z m k ， 

k 

那么当 M < l ~|/4 时， 
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Pk 


z 


b , 


)- Q “ 之 ) 


< M k 


2\z\ r* +1 . (2\z\ 




\b k \ 


bi 


+ 




h 


1 


<2M k 


m 


+ 1 


2 


现取定 m &， 使得那么当 UKI 心 |/4 时， 

同样，当/1>1丨刻<|6„|/4，从而丨：^|<|心|/4时， 



)- Qn (^) 


因此当 | z |<|~|/4 时， 

S[p n ( 六 ) -aw] 

n^k L V ^ Un 1 」 

一致收敛.于是在 Iz |< I ~|/4 内， /( z ) 除有若干已给极点，并且具有相应的主 


要部分外，到处解析. 

由于二 oo ，/ U ) 满足定理 3. 1的结论中的条件.证完. 

由定理 3.2 可立即 推出： 

定理3,3设亚纯函数 / U ) 的极点 & UGN ) 满足定理 3.1 中的条件，那 


么存在多项式 Q „ U )( n > l ) 及整函数 〆 z )， 使得 


/( Z ) = P 0 (|)+ 2 Pn[ z 1 bn ) - Qn ( z ) + g ( z ). (3.3) 

上列定理是米塔-列夫勒得到的，它是关于在 c 上的亚纯函数的 * 我们定 
义在一区域内的亚纯函数是在这区域内除有一些极点外到处解析的函数.米塔 - 
列夫勒曾经把定理 3. 3推广到一般区域内的亚纯函数•上节中关于整函数的无 
穷乘积展式的定理 2.2 可以推广到一般区域内解析函数情形，定理 3.1 也可推 
广到一般区域内亚纯函数 情形义 

例1求 sir ^ Tzz 的部分分式展式. 

解 T^lsiT^KZ 的极点是2： = ± w ( nGN ). 它与相应的主要部分是 
1/ z 2 ;由于 sin 2 7 r ( z ~ n ) = sir?nz ，它与 z ~ n 相应的主要部分是 1/( 2 ： — n ) 2 •与 


21/ n 2 相比较，可见级数 



(3,4) 


①参看 M. Herv§,Les Fonctions Analytiques > Presse Universitaire de France, 1982 
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在 z 关 n 时收敛.在任何紧集上，除去可变为无穷大的项，所得级数一致收敛.因 


此我们有 


7 T 2 

sm 2 itz 



+ g ( z ), 


(3.5) 


其中 g ( z ) 是一整函数.下面证明 g ( z ) 恒等于零. 

显然，7^以11 2 7^及级数(3.4)有周期 1®. 于是 g ( z ) 也有周期1.令 Re 2 = 
= 由第二章习题二中第11题， 

I sin JT2 ： | 2 — cosh 2 7 rjy — cos 2 ^^:. 

因此当 xG [0,1] , |： y |—" + 00 时， Ti ^/ sin 2 !^ —致趋近于零 • 

另一方面，当：^[0，1]，丨3^|>1时，级数(3.4)绝对并一致收敛，于是\^> 
0, 3iV = Me)GN- 10|，使得当文6[0，1]，|)丨>1时， 


,2 u ^< i - 

其次，3 Y ( e )> l ， 使得当:^€[0，1]，5>7时， 


,2(^ 




因此当: r 6[0, l ]， t ： y | — +00时，级数 (3.4) —致趋近于零. 

由（3.5)，当:^6[0，1]，|3^ — +00时，尽0) — 致趋近于零，于是尽（幻在带 
形 0< Rez < l 上 有界； 由周期性，整函数 gU ) 在 C 上有界.由刘维尔定理及以 
上结果 ， gU ) 在 C 上恒等于零，从而 


JT 2 _ ^ 1 

sin 2 7C2 ： n = _oo (z — n) 2 


(3.6) 


例 2 求 JTCOt Ttz 的部分分式展式. 

解 Ttcot izz 的极点是 z = 士 w ( wGN ). 它与 z - n 相应的主要部分是 
1/(之 一 W ) •当 nT^O 时， 1/(5： — n ) 在 z = 0 的泰勒展式是 一1 /n — 之 / w 2 — z 2 lrt 3 


-…与 S ( l / n 2 ) 相比较，可见级数 


z 


2 


Z 


n 


n 


丄 

z 




Z 


n(z — n ) 


n^O / 〜 n^O 

在 之和 时收敛，在任何紧集上，除去可变为无穷大的项，而得级数一致收敛.因 


此我们有 


TZCOt 71Z 



+ 士 )+ h(z), 


其中 gU ) 是一整函数.在 （3. 7) 两边取导数，得 


(3.7) 


①所谓 C 上确定的函数 / U) 有周期1，就是说 VzGC，/U + l) = /(z). 
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7^ 


sin 2 7T2 ： 




h \ z ). 


(z - n ) 2 

与 (3.6) 相比较，可见 A ' U ) 恒等于零，从而 / iU ) 恒等于一常数 C ; 现确定如下. 
把 (3.7) 所含和式中与 w 及相应的项合并，我们有 

— 2z 


Ttcot nz = lim X / 


■2 


• 2 


+ C 


„ z - n z — z - - n 
上式两边所含 z 的函数都是奇函数，因此必然有 C = 0 .于是得 

——十 一 W 丄+免 I 22 

z 


7TCOt KZ 


Z 


s 


—+ — 

n n 


^ “ ^ / Z n = l ~ 

应用 (3. 8)， 可以证明 （2. 6) 中的整函数 gU ) 是一常数.在 （2. 6) 两边先取 
对数，然后求导数，即得 


2 


(3.8) 


TTCOt 7T2 ： 


Z 


S 

nr^O 


Z 


n 


+ — )+ g r ( z ) 


n 


与 (3.8) 相比较，可见幻恒等于零，从而 (2.6) 中的是一常数. 




附录五黎曼映射定理及 
边界对应定理的证明 


正规族 在黎曼映射定理的证明中，我们要把映射函数表示为一个极 


值问题的解.为此，要用到解析函数族即解析函数集的一些性质 .设多 是区域 
D ( CIC ) 内的一族解析函数.如果少中任何函数序列有一个子序列，在 D 内内闭 
(即内紧) 一 致收敛，那么我们说少是一个对于 J 0 内任何紧集（有界闭 
集） K ， 如果存在着正数 M = M ( K )， 使得 V / U )6 A V ：^ dl / U ) KM ， 那 
么就说 V 在 D 内内闭（或内紧）一致 有界； 如果 Ve >0, 33 = S ( e ， K )， 使得 
V /(之）€^^/及/€尺满足丨/ —，|<5,丨/(/)—/(2：〃）|<£,那么就说芦 
在 D 内内闭(或内紧)等度连续.先证明一个 引理： 

引理 1.1 如果区域 D ( CIC ) 内的解析函数族少在 D 内内闭一致有界，那 


么它在 D 内内闭等度连续. 

证 设紧集 KCD ， 并且设 3 D 与 K 的距离大于2 7 >0.令 K 7 =ICl 1 C - d 
<2々，2^幻.那么紧集瓦;二 〜匚 D .设 M = M (&) 满足： V /( z ) e ^, 

¥/及，€]<：并且满足|^-2：〃|<}作以^为心的圆(： ： |2-；^|=2心那 

么 V / U)€A 


/( 〆 ）-/(，）= 


, f ( 0 

2tciJ c C 一 〆 


dC 


2 kij 


c 


尸⑺ 




— z - z ^[ nadt ： 

一 2m Jc (S - 〆 〉（卜之 ")‘ 


当（€0时，|〔-/1及丨？ —，1>心因此^/(幻6見 

I fizl - f(zl I < 1 ^ - ^1 . = 2 M\z - z \ 


①在研究 亚纯函数时,这一定义需要推广. 
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于是 V /及满足丨/-时，我们有|/(^)-/(，）| 

< e. 引理得证， 

现在可证明下列蒙泰尔 定理： 

定理 1.1 如果区域 D(CZC) 内的解析函数族 W 在 D 内内闭一致有界，那 
么少是一个正规族. 

证设£=丨9!(6 = 1，2，〜）在！）内处处稠密，例如可取为 D 内虚、 
实部都是有理数的所有点所构成 的集， 任取少中的函数所构成的一个序列 
1AU) 丨，现证明可找到它的一个子序列在 E 中每一点收敛. 

由假设，丨丸 U ) 丨在 z = q 有界，于是可选取这序列的一个子序列 
l / lt „ U )}， 使 得它在^=^1收敛.又由于彳 _/!,„&)} 在 Z = 有界，可选取这序 
列的一个子序列彳 / 2 ，„ U )|， 使得它在 z = z l 9 z 2 收敛.依此类推， V 々>1， 可选 
取的一个子序列丨，使得它在之 = q ， A ， …， q 收敛.我们 
可以看出，“对角线序列” j /^ u ) 丨 U = l ，2, …)在£中每一点收敛. 

其次证明在 D 内任何紧集 K 上一致收敛.对于 K，Ve>0, 像在 
引理 7.1 的证明中那样确定谷 >0.取所有‘€尺门£，并且作圆盘 

<5.显然这些圆盘覆盖 K. 由覆盖定理，可从其中选取有限个圆盘覆盖 K: 设 U 
-、|<5(饥=1，2，"_，多）是这些圆盘.于是仄中任一点〆必然属于某一圆盘 
| 之 — | <5内，从而由引理 7. 1，V是， 

\fk,k(z) - f k ,k(z„)\ < e. 

另一方面，|/是，务（之） } 在 z = q ，之2〆 ”收敛•于是对于 e >0, 3 N>0, 使 
得及/>以， 

I fk,k(^m) - \ < 二 1，2〆"，户）. 

V s/GiC ，按照 \ z ^ - z m \<i 8 确定& •于是V々及/ >N， 

\fk.k(^) - //“(〆 ） 1 九务（ 〆 ） - fh.k(^m) I + - I 

+ \ fiA z m ) ~ < 3 e - 

证完， 

正规族理论是 P. 蒙泰尔在 20 世纪初建立的.它不但可用来证明黎曼映射 
定理，而且对复变函数论的发展以及泛函分析与函数空间论的建立起了推动 
作用. 

2. 黎曼映射定理续证在第六章中，我们把黎曼映射定理叙述为定理7.1， 
并且证明了结论中有关唯一性部分.现在应用正规族，证明这定理结论中的函数 
/( 幻确实存在，先证明一个引理. 

引理 2.1 设单连通区域 D(CC) 内的解析函数 0U) 在 D 内没有零点.那 
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所以 I 灼 U )|<1， 从而 < po ( z )€ S . 

2) 设6 = SUpi (p' (zq) I 9(5 ： )6 乏 } 证明 6 〈十 °°，并且 3/( ^ ) 6 - S , 使得 
/( z 0 )^ b . 


由假设， 3 j %(之） 使得 < ( 之 0+ °°).由定理 1. 1， 丨％(之）! 
是一正 规族; 于是可从其中找出一个子序列，使其在 D 内内闭一致收敛于一解 
析函数 / U ). 为简单计，把这子序列就记作丨％ u )|. 取极限，我们得到 VzG 
1)，|/(之）|<1，/(之 0 )二0，/(之 0 ) = 6>()，由此可见，6< + 00，并且/(之）奔常 
数•因此 /( D ) 是包含在 UI <1 内的一个区域，从而 v ： reD ， |/(之）| <1, 

为了证明 / U ) G ： S ， 还只需证明 Vz / D , Vz 2 € D ， 但 — q ，那么必然 
有 /( Q ) 乒 / Uih 作以9为心、包含在 D 内且不含 q 的闭圆盘 K ， 使得 / U ) 
- /(^^在^：上没有零点.于是3 5>0，使得\^€3尺，|/0)-/(之 1 )丨>》.又 
由一致收敛性，当《充分大时， V 义视，1(^^)-%^))- (/( Z )-/( A )) I 
<&由儒歇定理，当 n 充分大时，的内部 
的零点数同为零，从而/(巧卜/^^冉^于是 f ( z ) eS . 

3) 证明 f ( D ) = \ uj \ 1 vu \ <1}. 假定3 u / 满足 j xe / 丨 < 1，但 u / G /( D ). 由 
第六章第 5 段 (2)， 


0(之） 


/U) - 


zv 


( 2 . 1 ) 


1 - w ’ f ( z ) 

在 D 内单叶、没有零点，并且它的模小于1.于是由引理1.1， 3 F ( Z ) 在 D 内解 


析，使得 


[ F ( z )] 2 - < p ( z ). 


仿照本证明1)，可见 FU ) 也是 D 内的单叶函数.令 


m - 以乂％) 1 f ( z )- f ( z 0 ) 

Lj[Z) ~ 广 Uo) • 1 -Hz 0 )F(z) t 


( 2 . 2 ) 


于是 GU ) 也是 D 内的单叶函数， GU 0 ) = 0, 并且 

G, “) 二 i 3 TCT - 


由 (2.1) 及 (2. 2)， 

I F (2： 0 ) I = V \ vu ' I yF ' izo ) = 6(1 — I w I 2 ) I 2 F { z 0 ) , 


从而 


G ' izo ) = 


fe(l - I w ' i 2 ) 
2 I 



2 / 


^>6. 

w 


因此 GU 〉6： S . 但上式与 2) 相矛盾.证完. 

3. 边界对应定理的证明 在第六章中，我们叙述了边界对应定理 7. 2.现在 
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作出这定理的证明，先证明一个引理. 

引理 3.1 设 z 平面上单连通区域 D 的边界是一条闭简单连续曲线 C. 设 
单叶函数把 D 保形双射成单位圆盘 | w|<l .那么 / U ) 在 D 内一致 
连续. 

证假定 / U) 在 D 内不一致连续.那么可陆续导出下列 结果： 

1) 彐 e 0 >0, 3 |2 / „} 及 {<|[€：(/2 = 1 ， 2 广-),使得 

4 —( € — …一 oo ) (3.1) 

I /(O — /(O I > e 0 . (3.2) 

不妨设 ea<l. 

事实上，由假定，3 UU 及 UUczc， 使得 

I Zrt - Zn \ < -^,\ /( 〆 „)- /( O 丨 > e 0 (ra = 1，2,…)- (3.2') 

由于 U：J 有界，它有一个子序列收敛于一点为简单起见,把这子序列及 
的相应子序列仍分别记作及 U：： 丨.于是在 (3.1) 及 (3.2) 中，还只须证 
明氏 C •否则 S6D， 从而/(〆 „)— / u:)—/U)-iU)=0, 与(3.2')相矛盾• 

2) 作一区域 DiCZD. 在 | w 丨< 1内取两点 t£；i 及 tx ；2, 使丨叫 -W2 丨 >eo/2- 

设 /(之1) = Wi ，/(2；2) 二 W 2， 

取正数尺 <1(- Zil 及 1 C - ?2丨.作以？为心、 H 为半径的圆 Ke (图 54) .取 
p €( o , 尺），使得 

— > 2/. (3.3) 

4 v p 



作以？ 为心、 P 为半径的圆 Kp .在以 Kp 为边界的圆盘与 D 的交集内，取 
及 . 由 （3. 2 ) ， | xe/ n — I >e 0 > e 0 /2 ，其中 xe/„ =/(/„)，=/( ) ■不 

妨设 /( K R flD ) 与的距离 > e： 0 /2. 
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在 | w |< l 内作折线及，使得它们的距离 > e o/2 •设这两折线 
在 D 内的原象是曲线 yi 及 y 2 .那么 7 i 与 h 的距离也是一个正数 • 

设一点从〆 n 或4出发，沿 71 或 y 2 向 q 或 Q 运动，首先遇到仏上的点 
h 或设一点从 q 或 q 出发，沿或 y 2 作相反方向的运动，首先遇到 Kp 
上的点 G 或？^.于是 L 与？ 2 以及 G 与 G 之间的圆弧 及 ir p (各为 k r 
RK p 的一部分），还有 h 与匕 以及 G 与 G 之间的曲线以及 W (各为7:及 
7 2 的一部分），合起来围成一区域 Dp 

3) 由！^的面积导出矛盾.在上 h 与 G 之间以及 K；： 上 G 与 G 之 
间，分别取点 f 及匕把这两点用 M 内一条简单曲线 y (端点在的边界上) 
联结起来.作以 （ 为心、 r 为半径的圆 i<；， 这里 r 在 p 及 R 之间.当一点从 f 出 
发，沿7向 f 运动时，首先遇到 K 上的点 z、 然后从 z * 出发，沿分别向两 
个方向运动，首先遇到乃及乃上的点 < 及 

由于折线^^哀的距离 > so/2, 我们有 

Cz* 

£o/2< \f(zi)~ f(zl) \ = j */U)dz 

z i 

= [V/(C+ re°)rie ld dd < [V | / “十 r 〆）I 厂必 . 

其中 = s 十/由施瓦茨不等式， 

£ §/4<['： 2 1 /( ? + r，〉I 2 r 2 dd - f :’ 2 肋， 

j0 M 

从而 

4l4r < 2n\ 6r ： 2 1/(? + re ld ) I 2 rdd. 

Je r t i 

取积分， 

dr< 2iz\ R dr\ dr ： 2 1/(? + re^)| 2 rd^. 

^ p ^ p 」沒 rl 

因此 

-^eglny <27 rJj D J /( z ) l 2 do ; d ^ - 心办’ 

其中 

P(x,y) = Re f(z)，Q (工， y) = Im/(z). 

由于上列二重积分表示 D t ft|wl<l 内的象的面积，我们有 
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因此 / a ) 在 c 上连续，从而/(幻在 d 上连续_ 

3) 函数 W = /U) 给出从 D 到 |™|<1 的单射. 

只须证明 ™ = 给出从 C 到丨二1的单射.首先证明当时， 
|/( C)I 二1•设匚•假定 w = /( C ) 满足 I <1•那么3 〆 
GD ， 使得 w 二/( 〆 ）.取 〆 的一个充分小的邻域 K ，当 n 充分大时，； 6 V〆 . 
因此当 tz 充分大时， / u „) e /(\^)， 即 u ； 的一个邻域，从而不可能有 /(&)— 
W (/ Z — +°°),于是 |/ X ()| =1. 

其次证明当 e 及 f 时， /U) 衿 /(f) .设 U} 及 匚 Da— 

f u — + 00 )，我们就有 i / a)i = 1/(01 = 1 .取？的一个充分小的邻 
域 V ;，使并且当 77 充分大时，从而 /( z n )^ f ( V ? ), 
f ( z ： ) e /(^), 因此不可能有 fw n 卜 /( r ) e /( v ? ). 于是 /( ?)垆/( o . 

不难看出，上述从 L > 推广到 D 的函数 w 二 /( d 是唯一地确定的. 

4) 函数 w = / U ) 给出从 D 到的连续双射. 

只须证明 /( C ) = iw | UI =1丨•考虑 w = / U ) 在 D 内的反函数 z 二 
g ( zeO 及其在 Iwl =1上的推广，就可看出 | w |= l 上每一点都是 C 上一点在映 
射功=/0)下的象.证完. 



习题答案及说明 


习题 


1. (1)2- i,3i. (2) (3) —1 + i- 

4 - 实部为 ( f+'O 虚部为 

7. 应用两三角形相似的必要及充分条 件:相 应边成比例，相应角相等. 

8. 显然 znu 及 z 3 在单位圆上，要证 Iq - z 2 | 二乃等等. 

10, 一 1 + 2i， 1 + i. 


11 . 


TZ , . . 7T 

l2 + lsin 12 ? 


f + if,cos^ + is m ^ 


13. 应用立体解析几何中两点距离的公式 

14. (1) 直线； （2) 半 平面； （3) 闭 圆盘； (4) 椭圆； （5) 半 射线； （6) 圆 盘的一 
部分; （7) 去心的 圆盘； （8) 圆盘外无界闭 区域； （9) 梯形 区域； （10) 圆盘外部分 
点所构成区域. 


习题二 

1. 已给函数在 U I <1内连续，但不一致连续，例如可考虑序列及 

l ^ il . 

I n 

2. 根据可微的定义或柯西-黎曼条件， 

3. 及 4 .应用柯西-黎曼条件. 

5- 根据解析的定义或柯西-黎曼条件. 

9. e 2 + 1 = e 2 (cos 1 + isin 1) ;Ln(l + i) = iln2+i(~^+2 々 7T);i 1 = e ( 芝 +2 々兀）； 
= cos(272^tt) + isin(2/2^7t) ; ( — 2 )乃 = e^ b2 {cosV^(2^ + 1 )tc+ isin ^2(2k + 
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l)7r|(^ez). 

10. arcsin ibn(\z 十 V z 2 ) , arc cosz = — ihn(z +V z 2 - 1) • 

13. e " 在 z = ^ 不 解析； 的每一个单值解析分支在 2 = 00 解析; 

… (〜人 #0) 当 rn<n 时在 z 二⑺解析，当 m > n 时不解 

办 0 十办 1 之 ^- v b n z 


析； 


i~z 


+ 


以 z = oo 为二阶支点. 


14. 所求的解析分支是 yiH exp ( i ( arg 2：〉/2))( - 3 ir /2 <arg z 〈 izl 2) •在 
上半虚轴右沿点1 = 1处，它的值是乃 （ l + i )/2; 在左沿点 ： r = i 处，值是-乃 （1 
+ i )/2. 

所求 Ln 2 ：的解析分支是 In I 2 ： I + iarg 2 ：( — 37 r /2 <arg z 〈 nl 2 ). 在上半虚轴 
右沿点 x — i 处，它的值是 7 ri /2; 在左沿点 x = i 处，值是 _ 37 ri /2. 

15. ( l ) z a ( - l < a <0 ) 的所求解析分支是 I z ! a exp(iaarg 2：)(0 ^arg z < 
27 t ). 它在 2 ： = ~~ 1 处的值是 cos an isin a 7 t ， 在正实轴下沿 z ~ x 处的值是 


jr a (cos 2 a 7：+ isin 2 an ), 

(2) Ln 2 ： 的所求解析分支是 \n \ z\ + iarg 2 ： ( O^arg z<2k). 它在 z = -1 
处的值是 Tti ， 在正实轴下沿处的值是 lnx +27 ri . 

16. 已给函数的支点是土 1，± 1 M . 所求的解析分支是 


I (1 - z 2 )(l - k 2 z 2 ) I 2expj +[arg(l — 之 2 ) + arg( 1 - k 2 z 2 )] . 

17. 已给函数的支点是0, 土 l ，2, oo .例如作沿实轴的割线- l ^ x < 2 及沿 
虚轴的割线^>0.在割线以外区域内，函数所求的解析分支是 

| (z + 1)(2：— 1 )( 之 — 2)2 ； 1 I 3 

X exp j -^~[arg ( 之 + 1 ) + arg (z - \ ) + arg( z 一 2) — arg 2 ：] | 

它在上半虚轴右沿点 z = i 处的值是 


\^20 exp 



7 t + arc tan 



在左沿同一点处的值是 -/^>exp 

18. 注意 Ln z 2 ^2 Ln z . 



1. (1) i ;(2) 2 i ；(3) 2 i . 


习题三 
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习题答案及说明 


2 - ( 1 ) jri ;( 2 ) 了（之 2 —之 1 )( 文 2 + 文 1 )- 

3. 注意丨 /( J2)cU I < M ( r ) • 2 jtr . 

J K 

r 

* 

4. V rj > r, f(z)dz^O(ri^°°) t 

J K 

r i 

5. 0. 

6 -应用[/(之) 〆 ^)]' = f ( z ) g / ( z ) + /( z ) g ( z ). 

1 . (1) -4,4;(2) 27 ri ,27 Ti . 

8. 先考虑沿三种闭曲线的积分 :（1) 环绕 i ， 但不环绕 _ i ;(2) 环绕- i , 但不 
环绕 i ;(3) 同时环绕 i 及 - i ， 然后考虑联接0及1、但不经过±1的积分曲线的各 
种情况. 


9. 题中的积分曲线（：分别是：（1) ^ = - l < y < l ;( 2 )z = e 


i6 




2 


； (3) Z — X + [ 9 — . 

,2 jt 广 2 jt 

10. 估计 K f ( re l6 )dd - V ( O ) d 0. 

Jo J o 

11. (1) 2?ri;(2) 0;(3) 0;(4)+7ri* 

12. 考虑 / U ) 二; 

，表 ♦ 

13. 2tt( 一 6 + 13i), 


14. 计算 


z 2 + ir 


j s ： j = 1 Z 

15. 取积分路线 C:UI 


+i 


dr . 另一方面，对积分作代换 z = e 


id 


n 


n + 

/ n \ o ) 


，估计 


n ! 
27 tiJ 


f ( z ) 


c z 


dz . 


16 -估计^ l K [f(z) - Al(z - zo)]dz. 

17. 作心在原点的圆盘包含 C ， 在考虑 D 中的点^时并含该点，应用柯西定 
理及上题中的结果. 

18. Ln / U ) 在 D 内有一解析分支以匕），证 (1) 时可对 e % < z ) / U ) 求导数. 

19. (1) 由 [ P (£) — P ( Z)]/U — Z )， 可见尺 （ Z ) 是次数不超过” -1 的多项 
式.再证 QU ) 在 D 内有导数. 

(2) 由柯西公式 可得： 

f{z) = P(z)Q(z) + R(z). 
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设01(2：)在0内解析， i?l(Z) 是次数不超过 72-1 的多项式.如果V D, 

f(z) = P(z)Qi(z) + Ri(z) 

那么 P(z)[Q(z) - Qi(z)] - R(z) - Riiz). 

由此推出结论. 

习题四 


1, Ve >0,3 iV>0, 使得当72>]\^时，|%-(|<€，取/2>〜，考虑 


N 


之 1 + 之 2 + 


+之 


n 


n 


- r 




2 1 ^ ? I 2 \^ k - ^ I 


k = N+i 


n 


rt 


2. 由有界实数序列的相应结果 导出： 已给有界复数列 U„ 丨= U n + i 心丨.有 
界实数列 U J 有收敛子序列丨，而有界实数列彳心 A 丨有收敛子序列 \ b nk \. 

3. 仔细考察本章有关结果的“证”，就可证明这 i 结果. * 

4. 与数学分析中相应定理的证法一样. 


5 •⑴ +oo; ⑵ 1;⑶ 1;(4) ⑸ e;(6) 1. 

6. (1) 由（7.5)(%二 0) 立即得到. 

(2) ， M( r ) 有界时， JVf( r )/r n —0( r— 00 ) • 


⑶ 1/( re ^ j 2 二 /( 〆 ）•/(, 




re 


n'\6 




re 


n\S 


S I \2 2n . — m + n i 

I a J r 十 a m Gf„r e 






7. 展开被积函数并逐项积分. 

8. 由^的泰勒展式证明. 

9. (1) S (- l) n + 1 ^^ z 2 n (\ z \<^ oo)； 


( 2 n)l 


⑵ s 


22_ / nn 

i— 1 


)/( 丨之丨 <+ oo )； 


(3)S^(S|V(l.l<i )； 

d « D / 

⑷2》 1+ S (- l ) n ^( 3/4 |^ 

L n-l ^ \ tl 


(I zl < 2)， 
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其中 


3/4 


n 


3/3 
4 I 4 


2 

4 


-2 




4 


— « +1 


n 


2 


(5) tan z = + + + \ z \ K ~^~ 

10. 证明仿照第 6 题. 

11. ( l ) 原式 = ^^ u ) 


2 
n = — 1 


R + 1 

i n 


一 1) 


k 


sin 


[ 晉(务十 1) 


(w + 1 -々） ！ 


z 



⑵一 


81 


UU i 

s s 


k 5( w - h 1 )—jfe 


⑶ 2 


n=0 


242L^ 0 V— 3 s ^ 

sin(l + nnl 2) • 1 

• (3 一 i )" 


2 
« = 0 


z 

3 n+5 


⑷ 1+ 2(-d w 2 w (s ii 


k + n 


，其中 


n =0 


n 


z 


々十 77 - 1) 一 (fe + n — 1)(^ + n — 2 )'^(k + l)k 
n I n ! 


⑸ 


5 + g(-iW1u + i) n_1 


n = 0 


2” 




2 


w = 0 ^ n = 0 ^ v 是 = 0 


2 k 


k 


Cz + ir 


12. (1) —阶极点 :0; 二阶 极点： ±2 i ; 可去 奇点: 
(2) — 1 阶极点 ： 72TT(72 GZ ) ; 极点的极限点 ： 00 . 


(3) 当 时，二阶极点 :2 是 7 t + a ，（2 是 +1)7 U — a; 当 a 7^ TT±f 时， 

一阶极点：2是 ar + cr , ( 2 k + 1 ) k — a . 

(4) 本性奇点 : 1 ;一 阶极点 : 2 ^ ri ( 7 z 6 Z ) ; 极点的极限点 : oo . 

(5) 本性奇点:1;可去奇点 ：°°. 

13.设 /( z ) 只有一个一阶极点&，并且在这点的主要部分是那么 

u Z — Zq 


f ( z ) -- ^在扩充复平面上只有一个可去奇点从而有界. 
z z 0 

14. 根据定义证. 

15, (1)/( 之 ）+ g ( z ) : my^n 时，之 0 是它的 mini m 9 n \ 阶零点 ;m 二 n 时， z 0 
是不低于 n 阶的零点. 



习题答案及说明 


• 207 ♦ 


f { z ) g { z)\zo 是它的 m 十 n 阶零点 • 

g ( z )/ f ( z )： 时， 2 ： o 是它的 I 饥 -w I 阶零点或极点 ;m 二 n 时， 2： o 是 

可去奇点. 

(2) f ( z )-^ g ( z )：m z An 时，是它的 max | m , n } 阶极点 ;m — n 时，別是 
不高于 m 阶的极点或可去奇点. 

f(z)g(z)：zo 是它的 m 十 n 阶极点* 

m^>n 时， 2： o 是它的 w — w 阶零点 ； m < n 时如是 w - m 阶 
极点 ； m = 时，2：0是可去奇点. 

(3) f(z) + g(z)，f(z、*g(z) 及 gO )//(:?:) 都以別为本性奇点. 

16. 由泰勒展式及解析函数的唯一性得证. 

17. (1) 不 存在； （2) 存在; （3) 不存在. 

18. 有关集合的聚点不在已给函数的解析区域内. 

19. 函数 /(2：) = w (: + + 与实 

轴的交集上相等. 

20. (1) a ) 由于 W(w — 1 )* (走=1，2,…）在 |tx »|>1 内解析， 


,, dw 的值与 〆 > 1) 无关，并且它的值是 0. 同样，另外两积分的值 

J r{p) XV (w — 1) 

也是 0. 


b ) 对有关级数逐项积分，求得 

fiw ) } 1 

w duJ= ao ,5 iJ 


2 mJ 


r(p) 

同样求得吻及化 + 1 . 

⑵幻由⑴，6)， 


fhv ) 


r{p) 


vuixv — 1) 


dw 


ai 


rf \ Z(Z - 1) 

f(z)-a 0 -a 1 z = 2k{( 


f(w)dzv 


r ( p ) (xv — z)xv(w — 1)' 


用数学归纳法完成证明. 

b) V rG (0, +①），选取 p > r + 1•于是对于之61^，当是 — +⑺时， 


RkM I ^ 


k+\ 


(r + 1) 


k^l 


M( P ) 


2n 


(p - r)p k+1 (p - 1) 


,1 


一致趋近于 0 ,其中 M( / o) = max{ l/(z)lll 2 ： l=/o}. 

(3) 由（2)，6)， VrG (0，+ ⑺），对于，下列极限式一致 成立： 

f(z) = lim[ao 十 aiz 十 … + a lk z k {z — 1)* + ct 2 k+i zk+1 ( z ~ 1)^] • 

- *-►«> 

又仿照(2)，6)，证明 ：对于 zGD r ，当々 —+ oo 时， a 2 ^ U - l )々 或 a 2i + 1 / + i U 
- l ) fc —致趋近于 0. 
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21. (1) 当 I 之 I 时 ， Z I a n | \ z n | | + 1 + \ a n \^ ao + 2■因此 

已给级数的收敛半径>1.其次，当 Id 及1/1 < 时 

\f(z) - f{z)\^\ Z - Z \ 1 - 2 I ff « I I 之 n_1 + z n ~ Z z / 十 … + O')"- 1 I 

L n-2 」 


>| 之 - /|(1- y] n I g M M ^ 0 

n = 2 

(2) 设已给级数的收敛半径是 pX ) •在 Id 内， Y ； a n z n 及公⑽ 〆 -1 

71 = 0 n =0 

oo oo 

绝对收敛.因此当 r 充分小时，< I q | .然后对级数= 

n 二 2 n — 0 

2 应用 (1) 中结果. 

^0 a l r 

(3) 在 z 0 的一个邻域内， 

n = 0 • 

应用以上结果完成证明. 


习题五 

1. 把以下小题中给出的函数记作 /. 

(1) 2 ：= ±1是 / 的二阶极点; Res (/，± i )= + i /4. 

(2) z =2n7ri(n GZ) 是 / 的一阶极点； Res(/，2w7ri) 二 — 1 . 

(3) 以正实轴为割线，把 / 相应于 A = ±1的分支分別记作 / i 及 A . z = 1 
是 /i 及/ 2 的一阶极点 ; Resanlh - l , Res (/ 2 , l ) = l . 

(4) 是 / 的本性 奇点; Res (/，1) = 1. 

2. 例如取下半虚轴作为割线.这时 Ln z 的各解析分支是 

(Ln z) k — ln | 之丨 + i(arg z + 2 kit ) 

(k 6 Z;argl = 0), 

其中-号 <arg z <^. 把与 1 之)左记作 f k . 

I 乙 z 

z 二 1 是 / o 的可去奇点 JGZ - |0 f 时 ， z = l 是 A 的一阶极点； Res (/ A ， l ) 
=是 7 ri . 

k^Z 时，; s ： = — 1 是 /fe 的一阶极点； Res (/^ ，- 1) = - (々十 l /2〉7 ti , 

3. 直接应用留数定理，算出已给积分的值如下：（1) -27 ri ；(2) -27 d /9;(3) 
— 4 ni . 
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4. 写出 / U ) 在区域 ro < U < ⑺内的洛朗展式，然后逐项积分. 

5. 把以下小题中给出的函数记作 /. 

(1) Res (/， ⑺）= -1;(2) Res (/， oo )= - 1 ； (3) Res (/, oo )-0. 

6. 应用留数定理及以上题 4. 

7. 证明部分应用留数定理及以上题 4, 通过计算在无穷远点的留数求得已 
给积分的值是 -1/242. 

8. (1) 解法如本章第3段例2.求得积分值是 tt /4. 

(2) 解法如本章第3段例 1. 求得积分值是 2 tt /(1- a 2 ). 

(3) 把已给积分化成 M ( 1+ 2 a ) -cos 6^ 如上题解法，求得积分值是 

tc /2 \/ a(a 十 1) * 

(4) 把 ze lz i ( z 2 ^ l ) 沿图23中半圆求积分并取极限，求得本题的解是 7 r /2 e . 

(5) 解法如本章第3段例 4. 求得积分的值是 7 t ( l - l / e )/2, 也可从本章第3 
段例4及上面题 (4) 中的结果直接推出本题的解. 

(6) 考虑多值函数或^解法如本章第4段例2.求得已给 
积分的值是 - tt /4. 

(7) 解法如本章第4段例1，求得积分的值是 7 r /2 sin (^7 r /2). 

(8) [ tan (^/2)]/2. 

(9) 1/8. 

(10) 解法如本章第 3 段例 4, 求得积分的值是 tc /2. 

(11) 考虑 (# - e ~ z ) fz 沿扇形边界的积分,本题的答案是 0. 

( 12 ) nln n ). 

(13) 解法如本章第4段例2,但在实轴下方应挖去以1为心的小半圆盘.本 
题答案是 W /4. 

(14) 解法如本章第4段例 3. 这时有关函数的支点是 : t 1. 本题答案是 

(15) 解法如上题，这时有关函数不但有支点±1，而且有极点2.所求积分值 
是- jr //3. 

(16) 只须求 （1 + z + 在⑺的留数 • 当 Re $ >2时，取函数相应于 

arg(l + z + 2 ： 2 ) = 0的解析分支，所求积分值是 27 ri . 对于 Rez >2 时， arg(l +之+ 

Z 2 )~27 t 的解析分支，所求积分值是- 2 m . 作联结 - 土 的线段，考虑围绕 
这线段的闭曲线的积分，也可得到本题的解. 

9. 考虑的积分. 
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4. 对 1//U) 应用最大模原理. 

5. 如果本题中结论不成立，就得到与上题相矛盾的结果. 

6- 令卜对= 应用施瓦茨引理. 

7. 设所求保形双射是加=/(幻，应用上题中的结果，如上题解写作 g “）， 
并且对应用施瓦茨引理.将所得结果与以上结果相结合，得丨 /U) I = 

.再应用一次施瓦茨引理就可完成证明. 

I — az 

8. (1) 功二 一 e% ⑵ W 二 e— iW4 (/^) 0 , 其中（/^) 0 =八（/1=1). 

9. 由于^ 2 —/，^ = 2办，可见1 = 0及: y = c 2 分别映射成一拋物线或 
一半射线， w = q 及 r = c 4 分别映射成一双曲线或一对相交的直线. 

10. (1) 由第8段例3,单叶函数 

z = (co + l/oj)f2 (co = ^ + irf,z = x + iy) 

把扩充平面上单位圆的外区域保形双射成扩充 z 平面上去掉割线- l<x< 

l,y = 0 而得的区域.其反函数⑴的任一分支也实现同一双射，把 

已给椭圆双射成 U I =2.因此 w = ( z + V ~^- l )/2 的任一分支是所求双射. 

(2) 考察例3中推导，可见 (1) 中单叶函数 z=U + l/oO /2 及其反函数 = 

Z + Vz 2 - 1的任一分支把扩充 a> 平面上单位圆的外区域保形双射成扩充;2平 
面上去掉割线 x>l，j = 0 及 x<l，：y=0 而得的区域. 

<0=11^ 型的变换把 o> 平面上单位圆的外区域中实轴下方部分保形双射 
成_平面上单位圆盘中实轴上方部分.而作这一变换时，单叶函数 z = (< o ^- 
l/a^/2 的形状保持不变.由此可见，这一单叶函数及其反函数的任一分支把如 
平面中上半平面保形双射成上述 Z 平面上去掉割线的区域.于是通过这一双射， 
射线及分别双射成已给双曲线的右分支及左分支，而且两射 
线之间的区域双射成双曲线两支间的区域.于是所求映射是 u； = (e _W4 ai) 2 = 


—(z + VZ^—1 ) 2 . 

( 3 ) Z = ( ^^^)0 — i， 其中 )0 = = 1 ). 


11. (1) w = 

12. (l) w = 

—z +1 


(2) vo ~ 
(2) w = 


__ z — 1 _ 

(2 i - 1)之 +泛 T;iV 


1 — z 


13. 


w — 


2 z + \ 
z + 2 ' 


14, 参看第 4 段的例. 

_ z + 1 + 2之1 — i(z ^2+ z \) 

. W 2： + 1 + 2之1 + i ( 2： 一 2 + 2：1 ) ， 


其中 
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Z [ = \/ (2 z - 1)(2 — z ). 


16. (1) 首先作分式线性变换把已给两圆的交点分别映射成0及 oo . 于是两 


圆盘公共部分映射成一角形域.逐步求出 


w 


3/2 

Z 1 


3/2 

之 1 


其中 Q 


2之 - 1 + i 乃 

2z - 1 - i/3 


(2) 先把扇形映射成半圆.最后得所求映射 

^ (z^+l ) 2 —i(z+-l ) 2 

w ~ U ^ + lF + iU 7 * — l ) 2 . 

(3) 先作分式线性变换把0及2映射成0及⑺ . 最后得所求映射 w = ( e 2 ^ 
— i )/( e 2in ' + i )， 其中 zi = zKz ~2). 

(4) xv — ln ( ~ i(z l ) l(z — 1 ) )/tu (In 1=0). 

17. (1) 应用最大模原理. 

(2) 应用导数求最小值，再应用柯西不 等式： VnGN ， Vr ^ O , UJ < 
M ( r )/ r n .于是 U „|< minlM (/*)/ r "| r >0}. 由此导出结论. 

(3) 应用导数求最大值•令 

m ( r ) ~ maxj \ a n \ r n \n G N}(r ^ 0). 


于是 M ( r ) < E I a J (2 r ) V 2 n < m (2 r ) f ^ ( l /2 rt ). 由此得到结论 • 

(4) 结合 (2 n >° 及 (3). 

18. (1) 容易证明. 

(2) 应用导数求最小值.由柯西不等式 ， Vn € N，Va > 0, laj < 
M ( e _ a ) e ' 由此导出结论. 

(3) 应用导数求最大值.于是 V 7^(04), 

M(en<J]\aJe~ n(l -^e n ^ 

71 =0 


< m ( e _(1 -咖)>0)， 

71 — 0 

由此得结论. 

(4) 结合 (2) 及 (3). 

19. (1) 不难证明. 

(2) 对 AU ) 在中应用施瓦茨引理，得到 ： /„(0)<1/尺„，并且当 
\^\< R n 时， l / rt U ) 丨由于当 时， l /„ U ) 丨 <1 ， VzGLU 

|/„( z ) l <| z |/ R „. 把 z = 心（《0代人上式就得到结论中第一个不等式，由 

=/"(g(tf )) .g'(W) 可得到第二个不 等式. 
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(3) 要证条件的必要性，由 （2) ，只须 证明只 = sup { i ?„ 1 = + o °. 如果 D = 
C ， 假定尺 <+ oo .那么0关 { z \ \ z \<2 R \ - D n ^ F „ (紧集） i ，从而 f ] F n ^ 

n = 1 

0，即有一点不属于所有与 LI = C 相矛盾，因此 i? oo. 

反之，如果 D 关 C， 那么有唯一的保形映射 w = pU)， 满足 ^(0) = 0, 
9(0) > 0,并且把 D 双射成 w 平面上单位圆盘 I w I < 1•对 9 ( g n ( xv )) 应用施 

瓦茨引理，就得到 ^ M (0) < 即 U' n (0M 有界 • 

(4) 由 （2) ，V e > 0,当丨 w 丨 > e 时， I g n (w) 丨 > jR„e ，由 sup{ = + o° 即 
得结论. 

习题七 

1. 由于整线性函数及分式线性函数能把关于一直线或圆为对称的点，映射 
成关于另一直线或圆为对称的点.应用这种函数就可推广对称原理并作出证明. 

2. 设是 /( z) 在 Im 2 >0上的唯一零点.根据推广的对称原理, /(z) 可 
以越过 Imz =0解析 开拓; 把这函数仍记作 /U), 如果 Imz >0，那么/(5)= 
1/ 7U). 于是得到的函数 /U) ， 除在知有一极点外，到处解析.又因 

(z - z 0 )f(z ) = ( 乏一 zq)I f(z) - I (z - Z 0 )l[f(z) - f(Z 0 )]i 

-^1/ / ( z 0 ) ^ 0, 

其中 Im 2>0,所以 ☆是 /( Z) 的唯一一阶极点.于是由习题四13题就得到求 
证的结果. 

3. 可以.因为 

第一个级数 = -—(1 + z + z 2 ••*) =- J-T 1 -X (0< I 2 ： I < 1) , 

z zyl z ) 

而第二个级数 = 4(1 十丄 + 4 + ••*) =- 7 ^ ~~ x( | Z I >1). 

2 ： Z \ Z f Z{1 - Z) 

4. 我们有 

fi ( z ) = ln(l + z ) (|z|< 1)， 

— In 2 + ln(l 十 Z 2 ~ | — ln(l + z )(\ z - 11 < 2). 

5. 已给级数在 7^ <1 时 收敛； 由几何意义，即在左半平面 Re z>0 内 

\ — z 

收敛.在收敛域内，级数的和是 

6. 根据唯一性定理，可以把 /U) 在下半平面上的值看作是它在上半平面 
上的值解析开拓而得.于是 VzGc ,7(^ T =/ U )， 即 
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/(^) = Yj a r^n = 

n = 0 m =0 n = 0 

因此 Vn 6 N ，〜 = \ ，即都是 实数. 

7, (1) /(0) 不存在，因而 /(： r ) 不能解析开拓到复平面. 

(2) VweN ，/ (7 I ) (0)=0 .因此 / U ) 在原点不能展开成实幂级数，从而不能 
解析开拓到复平面. 

(3) 在 U j ] 上任一点， /( x ) 可以展开实幂级数，因而可以解析开拓到以这 
点为心的收敛圆盘内.从与 [ a ，6]上所有点相应的这种收敛圆盘中，选取有限个 
覆盖 [a J ]，/( x ) 可以解析开拓到这有限个圆盘的并集中. 

8, 先 证：当 及 qr 是互质的正整数时， z D = exp (27 ri />/ g ) 是/(5：)的奇点.令 
z = rz 0 ， VN >2 g + l ( N 6 N )， 我们有 


\ f ( z )\^\ T i z nl + 2 r n! 

n = \ n — < 7 十 1 


N 

> S 〆 - 

n = g + l 



n ! 


> r W! (N — g - 1) - g + 1， 

从而 lim \ f ( z )\^ N — 2 q . 

r~*l 一 0 

由 N 的任意性， lim I f ( z ) I = 

r—1-0 

因此 20 是 /( Z ) 的奇点. 

由 |exp(27rip/g) \ p 及 q 是互质的正整数}在1^1二 1 上稠密就可完成 
证明. 


9. 已给函数不是多值解析函数，而是表示两个不同的单值解析函数# /2 和 


10. 仿照本章第3段例2中的作法. 

11. ( a ) 把已给区域记作 G . 沿（-1，1)作割线，考虑上半带形0= UIO < 


Im 2 ： < ^ i [ •作 2：i = e 25： ，把 D 映射成 j q 丨 0 < arg q < 7 tf ， — 1 及 1 分别映射 

成 e ~ 2 及 e 2 , 再作映射之 2 = 于是 D 映射成 U 2 l 0< arg z 2 < n\,-l 

及1仍分别映射成 - 1及 1. 根据对称原理，这样就把已给区域 G 映 射成巧 平面 
_上去掉区间（-~，1]及[1，+ oo ) 而得的区域.再应用第六章第8段例3中的函 
数，就可得所求结果. 

( b ) 作变换 q = X ， 已给区域映射成 q 平面上去掉[-1，1]及 - i 与 i 的联 

Z 

线而得的区域.在:^平面上去掉区间 （- 00, — 1) 及(1，+ 00)，所得上半平面中 
的区域与第六章第8段例5中是同一类型 .应 用那里的结果及对称原理，就可得 
到所求解答. 
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12. 函数 S 二_把12|<1映射成闭上半平面 Im 00,把 q 映射成〔 

2 ^ 十1 

平面实轴上的点= 1，2, …， 72) .应用多角形映射公式把这半平面映射成 W 
平面上的多角形 R 注意到$；达= - 2)77,就可得到求证的 结果. 

4 = 1 

13. 设正方形的顶点是 w 平面上 a (>0)， ai , - a ，- ai 四点.作单叶函数 
XV 二 / U )， 把圆盘 Id < 1在第一象限中的部分映射成以 0， a 及 ai 为顶点的三 
角形域.由对称原理 ，w = /( Z ) 把 U 丨 < 1映射成已给正方形域，并且把 l ， i ，- 

1 ， - i 分别映射成正方形的顶点.由习题 12 ,所求函数是加 = ic\ Z + 

J n . / 1 _4 


.应用 r 函数，可进一步得到 u ； = 


4 a 


r 2 


dz 


4 


vl — 


z 


4 


14. 由简单的映射，可见把习题 12 中单位圆盘外部映射成多角形 P 外部的 
映射公式是 - 


W = c[ T[(z - 1 + C" , 

其中 q 与习题 12 相仿， q = 27t - 爲，及 cr 是复常数，然后把已给区域看作 
是顶点为1及 -1 的两边形即闭区间[-1，1]的外部;这时 A =^2 = 1 •也可把这 
区域看作是两边形的包含 oo 的内区域. 

15. 映射把已给区域映射成 A 平面上的上半圆环，把 Z 平面上 a, 6 

两点映射成 q 平面上两点，映射 Q = ln zt-jln ab 把这半圆环映射成 

Z2 平面上以 c = ^~ln — , c + 7ri, ^ c + 7ri, ~ c 为顶点的矩形，再应用本章第5段 
乙 4 a 

例2中的结果，就可求得所求解答. 


习题八 


1. 设 /(2) = w 十 it;， 其中 w 及 u 是 D 内的共轭调和函数•直接计算可得求 
证的结果. 

2. 在整个复平面上的调和函数 u(x 7 y )~ e x (xcos y - ysm 3O 的共扼调和 


函数是 


v 


( D ) 


r ( D ) 

(x 0 ， y 0 ) 


du 

3 y 


dx 


du 

dx 


dy 


- e x (xsin y + 3； cos y ) + Ci 9 
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其中 Uo，yo) 是 z 平面上一定点，(: i 是一实常数.因此所求解析函数是 f ( z ) = 
u + iv ~ ze z + iCi. 

3. m ~ ax 3 + bx 2 y + cxy 2 + dy ^. 由^= 0求得的最一■般的调和函 

数是 

a(x 3 - 3x 2 y) + d(y 3 — 3x 2 y ) , 

其中 a 及 d 是任意复常数. 

4. 设/(之）= w(u)+ix?(:c，y) (0< 丨2： I <|0).那么 f { z ) = - i 

是 0< U 内的单值解析数，其洛朗级数是 

/ y ( z ) = 2 a n z n . 

n 二 一 °° 

于是在 0< I zl 内， 

oo 

f ( z ) — c + a^hn 2+2 n ^ ^ z n+1 (n 1)» 

其中 c 为一常数，由此得 " 

w( rcos ^,rsin d ) = Re c + Re a_iln r — Im a_iArg z 

+ 2 ^~~cos(n + 1) 沒 + --~~fsin( n + 1 )S r rt+1 (n 尹一 1). 

„ 二一 ooLw + 1 n + 1 」 

由 m ( u ) 的有界性及单值性，可见 a _^ 0 . 上式两端分别乘 cos 或 

sin m0 ， 并且逐项积分，可导出 ^^ 1 _ 1) = 0( 讲 =3,4 ，一） . 因此 /( 幻在 1 幻 <> 

内解析.令 w(0,0)=Re/(0)，MU，30S®UI< / o 内的调和函数 ■ 

5. 在圆丨2： I = r<l 上， 

u ( re ld ) = Re[ln(l — re id )] — ^(1 - 2rcos B + r 2 ). 

于是应用调和函数中值公式，当 0<r<l 时得到求证的结果. 

考虑 u(r〆） 二 Re[ln(l+ r ie ’]， 得到 

ln(l + 2r 1 oos Q H~ r\)d6 — 0(0 ^ ri < 1) 

Jo 

作变换- r， 就可完成证明. 

6. aU) 的共轭调和函数 t；U) 也是在整个 Z 平面上有定义的.于是 f ( z ) 
=奴幻+匕（幻及狀 ？ [/“）]都是整函数.由于 Z/U) 在整个 Z 平面上有界， 
lexp[/ U)]l = exp [«( z )] 也在整个 z 平面上有界，由刘维尔定理， exp [/(^)] 
及 M U ) 恒等于常数. 

7. 设 

( i9) = jl (<pe (a^)d(OM 

U 1o (<p € [0,a] U [ 卢， 2 丌 ] 
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习题答案及说明 


P 


+ \ z ~ ZQ 


及 




Z — Zq 


P - \ Z - Zq\ /J< p + \ Z - Zq\ 

由此得 （1) 中不等式. 

(2) 可由 （1) 中结果导出关于 u ( z )- u ( z Q ) 的不等式,在这不等式中，令之 
= zo + te 1 ' 可导出 


u (z 0 + te 9 ) — u(z 0 ) 


^ 2 w ( i 0 )sup 


P ~ t P 


在上式中，固定 t 令 f 丨0,就得到 


3 U i 8 + ^-sin d 


3， 

令 0 = arctan _/|^， 我们有 


d y 


< 


2u(z 0 ) 




3u 

d y 




2u(z 0 ) 


z = z r 


(3) V 之 0 GC ， 在上式中令户个 + oo . 


附录一习题 


1. 本题易证.现举例证明 (4) 及 (6) 如下： 

(4 ) 设 xG(AflB) x dP 么 其中 xiGAHB’aGC - 于是 

x\^A 9 xi ^： B- 因此 ( 工 1 ， : r。）G AxC 及 BxC . 从而 x = (xi , : T2) G ( A X C) n 
(BXC). 

反之，设 x 二（： ^ ， 0 ： 2 )6( 八 \0)[1(5/( ： ). 那么工 € 八 \0 及召乂（：，从而 
x\^ A 及 于是 :r€(AnB)xC ， 

(6) 设 ( ： ( 八 115) ，那么 16 八 113 ，亦即 16 八， 165. 因此工 6 0 々 
及 C B ， 从而 : C Afl C B. 

反之，设 : C AH C B ， 那么 C A 及 C B ， 亦即 : ceAjeB. 因此 i 
e(AUB )， 从而 xG C (A\JB). 

!• (1) 设 / 是满射， VZCY. 

如果 zef(r l (z)),3xer i (z)Mz^f(x ). 因此 ^ez. 

反之，如果之 GZ ， 彐 xGX ， 使 /(x) 二 zGZ ， 于是 je/'—Uz) ， 从而 < 

/(rVz)). 

设 / 不是满射 . 那么 7-/( ； 0]/ 关 0_ 于是 /( 厂 1 (2)) = 0 参 1 
⑵设 / 是单射 .\^[ 叉，设 /(2)= 讲 , 那么 r l x W-^Z 也是单射，从而 
r l ( f ( z ))= r \ w )= z . 
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设/不是单射，那么3 及 Ad Xi #0：2, 但 /(Xi ) = /(0：2).令 Z 二 


射. 


3. /。足 


x 1 


1 + X- 


， g Q f = 


2 —2 x + x 1 ' 


4. (1) /是单射，但不是满射，因此也不是双射是满射，但不是内射、双 


⑵ f°g^ 
5. 易证. 


n ( n 为偶数时）， 

w 十1 ( n 为奇数时）; 

g ° f = n . 


6. 正确或错误易判断. 

非 （ l ):3 xe £： ，使: c <0; 非⑵： ViG £， x <0 ; 非 (3): 3： r 6£ ，使 : r 是 
奇数; 非 (4): Vx 6£， x 是奇数， 

7, P ： Vo ：6 N - i 0|,3 j ： i ， a ：2，^：3^^4^ N ^ i 0 i » 使得 X - Xi X 2 ~^ ^3 ^ 


非 P : 彐: rGN - {0} ， ^4^ N _ lot , X^Xi + a ：2 + ^3 + X 4 . 

8, / U ) 在 U ，6] 上一致 连续： Ve >0, 3 占>0, ▽工 1 及 1 2 6 [£ 1 ， 6 ]，并且 
Xi — X 2 I 〈汐， 


I /( 工 1) — /( 工 2 〉丨 < e_ 


/(工）在[心6]上不一致连续 ： 3£>0,7谷>0, 并且 

I Xl — a：2 I < 汐， 


I f { x {) - f ( x 2 ) I > e . 


四 111 

无穷大 ， infinity 
无穷远点 ， point at infinity 
无穷乘积 ， infinite product 
兀素 ’element 

解析函数 〜， analytic function 〜 

区域， region ， domain 
内〜 ， interior 〜 

夕卜〜， exterior 〜 

有界 〜， bounded ~ 

无界 〜， unbounded ~ 

单连通 〜， simply connected ~ 

多 连通 〜 , multiply connected — 

若尔当〜 Jordan — 

分支 ， component 

连通分支 ，⑴ nnected component 
分支 ， branch 

单值连续函数分支 ， branch of a single-valued continuous 
function 

解析函数 〜 ,branch of an analytic function 
公式 ， formula 


每一术语后列出英语译文以及它在本书中初次出现的地方，举例 如下: 
区域， region ， II ，1 在第二章第1段 

集， set，A I ，1 在附录一第1段 

双曲正弦函数 ， hyperbolic sine function,E II ,11 在习题二第 11 题 


33 __ ^1355555551115 

f f Ti' 
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中值〜 t mean - value — 

多角形映射 ~ ,polygon mapping — 

施瓦茨 - 克里斯托菲尔〜， Schwarz - Christoffel ~ 
奈望林纳〜， Nevanlinna — 

柯西（积分)公式， Cauchy ( integral ) formula 
柯西-阿达马〜， Cauchy-Hadamard 〜 

泊阿松〜 ， Poisson 〜 

泊阿松-詹森〜， Poisson-J ensen ~ 

弓[理 ， lemma 
施瓦茨〜， Schwarz 〜 

双射， bijection 

五画 

可达点， accessible point 
可导 （的） ， derivable 
可微 (的） ， differentiable 
边界, boundary 

〜对应 ， correspondance of boundaries 
发散 ， divergence 
〜 （的） ， divergent 
平面 ， plane 

复〜， complex 〜 

上半〜， upper - half 〜 

下半〜， lower - half 〜 

左半〜， left - half ~ 

右半〜， right - half 〜 

包含 ， contain 
布尔巴基， N . Bourbaki 
正规族 ， normal family 

六画 

曲线 ， curve 

分段光滑〜 ， piecewise smooth — 

光滑〜 ， smooth 〜 

闭〜， closed 〜 ， 


Q 


11 






E 


E 




A 


A n n ^w 


5 5 5 5 
f f f f 


IIIIIIIV 

AAA 
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索 引 


若尔 当〜， Jordan 〜 I，5 

连续〜， continuous— I，5 

简单〜， simple 〜 I，5 

收敛 ， convegence IV ,1 

〜（的 ）， convergent IV ,1 

绝对 〜 ， absolute convergence IV ， 1 

一致〜， uniform— IV ,2 

内闭（紧）一致收敛 ， uniform convergence on every bounded 

closed region (every compact subset)in a region IV,2 

有界 , boundedness 

〜（的 ）， bounded ， I A 

内闭（紧）一致有界 ， uniform boundedness on every bounded 

closed region (every compact subset)in a region A5,1 

向量 ， vector 工 ， 1 

交比 ,cross ratio VI,4 

同伦 ， homotopy A ID ,3 

〜（的 ）， homotopic ADI ,3 

同调 ， homology AID ,2 

〜（的 ）， homologous AHI ,2 

自然边界 ， natural boundary W ,2 

七画 

序列 ， sequence IV ,1 

复数 〜， 〜 of complex numbers W ,1 

复变函数 〜，〜 of functions of a complex variable IV ,2 

级数 , series W ,1 

复数项 〜，〜 of complex numbers IV ,1 

复变函数项 〜，〜 of functions of a complex variable W，2 

幂〜 ,power— IV，3 

泰勒〜， Taylor 〜 IV ,4 

洛朗〜， Laurent 〜 IV ,7 

判别法 ， criterion 

魏尔斯特拉斯〜， Weierstrass— JV ，2 

条件 ， condition 

柯西 — 黎 曼〜， Cauchy-Riemann 〜 s D ，3 
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八画 


空间， space ， 

AI ,2 

拓朴 〜， topological — 

AI ，2 

度量〜， metric 〜 

AI ，2 

有序〜 , ordered— 

AI ，2 

欧氏 〜， Euclidean ~ 

AI ，2 

法则 ， criterion 

柯西〜， Cauchy 〜 

IV,3 

达朗贝尔〜， d ’ Alembert 〜 

IV,3 

定理 ， theorem 

代数基本 〜， fundamental 〜 of algebra 

W，10 

魏尔斯特拉斯〜 , Weierstrass~ 

IV,2 

刘维尔〜， Liouvilie 〜 

in ,4 

米塔 - 列 夫勒〜 ， Mittag-Leffler 〜 

AIV，3 

皮卡〜， Picard 〜 

IV,8 

若 尔当〜 Jordan— 

i ， 5;A，n 

单值性〜 , monodromy 〜 

1,4 

阿贝尔第一 〜, Abel first 〜 

IV,3 

柯西〜， Cauchy 〜 

ni，3 

同伦形式的柯西〜 » Cauchy 〜 in a homotopic form 

AID,3 

同调形式的柯西〜， Cauchy 〜 in a homologous form 

aid ,2 

留数〜 ,residue— 

V，1 

函数 ， function 

n ， i;ai ，2 

三角 〜， trigonometric 〜 

n，8 

反三角 〜, inverse trigonometric — 

n，8 

分式 线性 〜， fractional linear— 

竹 ，3 

双曲正弦 〜, hyperbolic sine function 

EH 41 

双曲余弦 〜, hyperbolic cosine function 

Enai 

可微 ~ ， differentiable 〜 

n，2 

可导〜， derivable 〜 

n ，2 

对数 〜， logarithmic ~ 

n，6 

正弦 〜， sine function 

n，8 

正切 〜， tangent — 

n，8 

正割〜 , secant— 

E，8 
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有理 〜， rational ~ 

n,2 

多值〜， multiple-valued 〜 

D,5 

多值解析〜， multiple-valvied analytic function 

n ，6 

全纯〜 ， holomorphic 〜 

n ,2 

亚纯〜， meromorphic 〜 

IY,10 

共扼调和 〜， conjugate harmonic— 

VD,1 

初等〜， elementary— 

n，4 

连续〜， continuous 〜 

n，i 

余弦〜 ^cosine 〜 

n，s 

余 切〜， cotangent 〜 

n，8 

余害 ！I 〜， cosecant— 

n,8 

单叶〜， univalent 〜 

VI,l 

单复变 〜，〜 of a complex variable 

n,i 

单值解析〜， single-valued analytic 〜 

n ,6 

指数 〜， exponential 〜 

n,4 

原〜， primitive— . 

in ,2 

调和〜 ’harmonic 〜 

1,1 

根式 ~， radical — 

n,7 

解析 〜， analytic — 

n ,2 

幂〜 , power— 

n ,7 

超越整 ~ , transcendental entire ~ 

IV,10 

辐角〜， argument 〜 

n，5 

整〜， entire 〜 

n,4 

拓扑 ， topology 

I，4 

实 ， real 


〜轴 ， — axis 

I，2 

〜数 ，〜 number 

i ,i 

单射 ， injection 

AI，2 

九画 


点 ， point 


内〜， interior 〜 

1,4 

聚 〜，〜 of accumulation 

I，4 

极限〜， limiting^ 

1,4 

孤立 〜， isolated ~ 

I，4 
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边界〜， boundary ~ 
无穷远 〜，〜 at infinity 
有限〜， finite 〜 


支〜， branch 〜 

n ，6 

有限阶支〜 ， branch 〜 of finite order 

n ，7 

无穷阶支〜 ， branch 〜 of infinite order 

n ，6 

正贝! J 〜， regular— 

n，2 

奇〜， singular 〜 

IV ， 8 ; 1，2 

孤立奇〜 , isolated singular— 

W，8 

可去奇〜 , removable singular— 

IV,8 

极〜， pole 

IV,8 

单极〜 , simple pole 

W，8 

m 阶(重)极〜 ， pole of m-th order 

]V，8 

本性奇〜 , essentially singular— 

IV,8 

零〜 ，zero 〜 

IV,5 

可达〜 ， accessible 〜 

An 

m 阶（重）零〜 , zero of m-th order 

W，5 

单零〜 ， simple zero 

IV,5 

对称〜 ,symmetric—s 

IV,4 

复， complex 

〜平面， plane of 〜 numbers 

I，2 

〜球面， sphere of~ numbers 

I，3 

〜数， ~ number 

I，1 

~ 数域， field of 〜 numbers 

I，1 

~ 变数，〜 variable 

n a 

〜变函数， function of a complex variable or several 

complex variables 

n，i 

结构， structure 

拓 扑〜， topological ~ 

AI，2 

代数〜 ,algebraic— 

I，1 

顺序〜， ordered 〜 

AI ,2 

映射 ， mapping 

n ,i；ai ,2 

保形〜 ,conformal~ 

W，2 

保角 〜， conformal ~ 

12 

复合 〜， composite ~ 

AI ,2 
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逆 〜， inverse 〜 AI ，2 

恒等 〜， identity 〜 AI ，2 

相交 ， intersect AI ， 1 

不〜（的 ）， disjoint AI , 1 

保圆性， circles-preserving property YI ,4 

保角性， angles-preservmg property YI ,2 

轴 ， axis 

实 ~ ， real 〜 I，2 

虚 ~ ,imaginary 〜 I，2 


十画 

部 ， part 


实〜， real 〜 I ， 1 

虚 〜， imaginary ~ I ，1 

根 ， root 

n 次〜， 72-th 〜 II ,7 

原理， principle 

柯西 收敛 〜, Cauchy convergence ~ IV , 1 

柯西一致收 敛 〜， Cauchy uniform convergence 〜 Y[ ， 2 

最大模〜， maximum modulus 〜 YI, 6 

极 值〜， extremum— Vffl ， 2 

展式 ， expansion 

幂级数 〜， power series— IV A 

泰勒 ( 级数 ） ~ ， Taylor(series)— IV ,4 

洛朗 ( 级数 ）〜， Laurent (series)— 1Y ，7 

无穷乘积 〜， infinite product — AIY ,2 

部分分式 〜, partial fraction~ AIY ,3 

原象， preimage AI ， 2 

十一画 

逻辑 ， logic Al，3 

排中律 ， law of excluded middle AI ， 3 

域 ， field 

复数 〜，〜 of complex numbers I ， 1 
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集 ， set AI ，1 

子〜， subset AI ， 1 

并〜， union AI ， 1 

交〜 ， intersection AI ， 1 

差〜， difference 〜 AI ， 1 

余〜， complementary 〜 AI , 1 

不相交〜， disjoint~s AI , 1 

空〜， empty 〜 AI ,1 

开〜 ,open~ I ,4 

闭〜， closed 〜 工 ，4 

紧〜， compact— I，4 

有界 ~ ， bounded 〜 I，4 

无界〜 ,unbounded 〜 I，4 

定义 〜，〜 of definition A I ,2 

有序〜 ,ordered— A I，2 

属于， belong to A I ， 1 

割线 ， cut U，5 

量词 ， quantifier AI ， 3 

象 ， image AI，2 



数 ， number 
实〜 ， real 〜 



纯虚 〜 ，pure imaginary— 
虚 〜， imaginary 〜 

复〜， complex— 

有限复 〜, finite complex 〜 
导 〜， derivative 



留 〜， residue 
满射 ， surjection 


V 

AI 


2 
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